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ZASADY: Ocena koficowa bedzi obliczana jako 40% wyniku z ¢wiczen + 60 % wyniku z
pisemnego egzaminu. Egzamin pisemny bedzie na podstawie wyktadu.

Osoba prowadzaca ¢wiczenia moze zwolni¢ maksymalnie do 4 najlepszych studentéw z
egzaminu pisemnego (ocena z ¢wiczen jest wtedy przepisywana jako ocena z przedmiotu).



Rozdziat 1

Plany

e dane - typy danych: tekst, dZzwigk (muzyka,mowa), grafika
e dane vs zmienna losowa vs gestos¢

e rozktady, generowanie danych

e metoda najwigkszej wiarygodnosci

e rozktad normalny, estymacja parametrow

e kompresja

e estymacja kowariancji: ledoit-wolff

e fourier, spektrum, filtry liniowe, n-gramy

e metody minimalizacji, metody gradientowe

e entropia, kompresja Huffman, DUDA?

e pojecie btedu, kwadratowy vs inne

e estymacja jadrowa, em - dzialanie

e modele gaussowskie - CEC

e walidacja krzyzowa, leave one out, bootstrap, k-fold
e hdbscan?

e PCA+ICA



Rozdzial 2

Wstep

2.1 Podzial danych ze wzgledu na pochodzenie

2.1.1 Czlowiek

Obraz
- klasyczne RGB
- inny zakres, wigcej typow fotoreceptorow (ptaki)
- hiperspektralne (przyklady zastosowan: szukanie surowcéw, rak, etc)
- filmy (obraz w czasie)
Dzwigk
- cztowiek styszy 20Hz-20kHz
- poza zakresem: nietoperz, wieloryb, trzgsienie ziemi
Tekst
- bardzo wazne z punktu widzenia zastosowan

2.1.2 Repozytorium UCI, MNIST, etc

Dane opisujace wyniki badan, eksperymentéw, etc.
UCI jako baseline eksperymentéw http://mlr.cs.umass.edu/ml/, MNIST: http:
//vann.lecun.com/exdb/mnist/.

2.2 Podzial danych ze wzgledu na strukture

2.2.1 Macierze

Dzwiek, obraz.

2.2.2 Ciagi symboli
Tekst, DNA

2.2.3 Grafy

- zwiagzki chemiczne
- sieci spotecznosciowe


http://mlr.cs.umass.edu/ml/
http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
http://yann.lecun.com/exdb/mnist/

2.2.4 Co to znaczy, ze rozumiemy dane?

ETAP 0. Zna¢ i umie¢ zinterpretowaé wstepne charakterystyki danych: Srednia, mediana, ko-
wariancja, ilo$¢ grup, etc.

ETAP 1. Skleja¢ bardziej inteligentnie wykorzystujac proste konstrukty. Nie wywotuje to-
talnego dysonansu.

ETAP 2. Przewidywac, uzupetniaé brakujace/zastonigte fragmenty. Kompresowac.

ETAP 3. Rozumie¢ kontekst. Przerzuca¢ migdzy soba reprezentacje.

Obrazy - potrafimy robié¢ okulary, cztowieka

mezczyzna + korona = krol

obraz Wojtka w stylu van Gogha

chemia - znamy aktywne, mamy jakas klas¢ zwiazakow chemicznych i chcemy znale7¢
aktywnyw danej klasie (albo o danych wtasnos$ciach chemicznych).

WYKLEAD bedzie dotyczyt gtdwnie etapow 1-2, etap 3 to gléwnie Deep Learning.

2.3 Kluczowa trudno$¢ w analizie danych

2.3.1 Wektor losowy

Dane sg probka X stworzona przez czarng skrzynke X ktora je generuje. Precyzyjnie moéwiac
ta czarna skrzynka nazywa sig¢ wektor losowy - jezeli dane sa w R” i zmienna losowa - jezeli
dane sa w R. Majac dane X i zbiélﬂ A C RP mamy dobrze okreslone prawdopodobiefistwo
P(X e A).

Nasza czarna skrzynka X ma na Srodku czerwony przycisk, ktéry jezeli go naciSniemy
wypluwa nam zestaw danych o interesujacej nas liczebnoS$ci (tak naprawde zaktadamy jeszcze,
ze kolejne dane s od siebie niezaleznes).

e zal6zmy, ze zdajemy egzamin z matematyki dyskretnej prowadzony przez prof. Dyskret-
nego od 10 lat. Wtedy jako prébke z danych mamy 20 egzaminéw (10 w I terminie i 10
w drugim). Natomiast czarng skrzynka ktéra te dane (zadania egzaminacyjne) generuje
jest mézg profesora Dyskretnego.

e moga nas interesowac dane z badania pacjentéw (wiek, waga, morfologia, ect) podejrza-
nych na jaka$ chorobg. Wtedy czarng skrzynka moze by¢ konsorcjum lekarskie, ktére
jezeli mu zaptacimy 100 pln, tapie jakiego$ pacjenta w szpitalu, przeprowadza zadane
badania 1 wysyta nam ich wyniki.

Problem 2.1 (Gtéwny problem). Nasza trudnosé polega na tym, ze mamy do dyspozycji probke
X, a interesuje nas dziatanie czarnej skrzynki (wektora losowego) X. Dodatkowo czesto zdarza
sig, Ze nasza czarna skrzynka utworzyta pewien zestaw danych, i nie moze juz utworzyc¢ wigcej
(bo dla przyktadu wszyscy pacjenci w szpitali juz zostali przebadani).

Jak paninstwo widza, nawet jezeli dane sa proste, jak tekst stanowiacy zawarto$¢ egzaminu
z matematyki dyskretnej, czarna skrzynka ktora je generuje moze by¢ bardzo skomplikowana
(mobzg profesora Dyskretnego).

'Formalnie rzecz biorac musimy dodatkowo zalozyé, ze A jest mierzalny.



2.3.2 Przeuczanie i walidacja krzyzowa (cross-validation)

Konsekwencja powyzszej dychotomii — mamy dane X a interesuje nas metoda ktora je generuje
X — jest powstanie efektu przeuczania (nadmiernego dofitowania do danych, overfitting) oraz
walidacji krzyzowej (jako metody radzenia sobie z problemem).

Rozpatrzmy nastgpujacy przyktad.

Przyktad 2.1. Zal6ézmy, ze chcemy si¢ nauczy¢ matematyki dyskretnej do egzaminu. Bierzemy
wigc wszystkie egzaminy z ostatnich 10 lat, uczymy si¢ ich rozwiazan. Zatézmy, ze umiemy
juz wszystkie rozwiaza¢, wigc wnioskujemy, ze dostaniemy pig¢. Przychodzi egzamin, i za-
skoczeni dostajemy trzy. Pytanie dlaczego, skoro przeciez przerobiliSmy wszystkie zadania z
naszego zestawu danych?

Ot6z kluczowe jest to, ze naszym prawdziwym celem byto nie przygotowanie do przesztych
egzaminow (czyli do probki X), ale do nastgpnego egzaminu ktory zostanie wyprodukowany
przez czarng skrzynke X (moézg profesora dyskretnego).

W zwiazku z tym powstaja dwa pytania:

1. jak sprawdzi¢ jaki jest nasz prawdziwy stopiefri przygotowania, czyli oszacowac jaka
dostaniemy oceng¢ na egzaminie?

2. jak sig¢ przygotowac do nastgpnego egzaminu?

Na pytanie 2 bedziemy si¢ starali odpowiedzie¢ w trakcie wyktadu, natomiast pytanie 1 ma
bardzo proste rozwiazanie. Otéz przygotowujac si¢ do egzaminu powinniSmy odtozy¢ jeden z
egzaminOw (nazwijmy go testowy) i z niego nie przerabia¢ zadan. Dopiero po przygotowaniu
si¢ na podstawie pozostatych (tak zwanych treningowych) zadan, sprawdzamy swoja wiedze
rozwigzujac egzamin testowy ktére wczesniej nie widzieliSmy.

To jak ten egzamin testowy rozwiazaliSmy powinno by¢ dobrym oszacowaniem tego co
dostaniemy przy prawdziwym egzaminie.

Wrécimy do tego doktadniej jeszcze w przysziosci, ale to podejscie sformalizowane pro-
wadzi do tak zwanej walidacji krzyzowej (cross-validation).



Rozdzial 3

Opis danych

3.1 Histogram i gestos¢

Powstaje teraz naturalne pytanie w jaki sposéb charakteryzowac nasze czarne skrzynki do pro-
dukcji danych. Zat6zmy bowiem, ze mamy dwie skrzynki X, X, ktére moga nam produkowac
dane. Wtedy utozsamiamy je ze soba piszac X; = X, gdy z réwnym prawdopodobienstwem
wylosuja kazdy podzbi6r:

P(X; € A) = P(X; € A) dla dowolnego podzbioru A.

Pomimo tego, ze powyzsza definicja wyglada tadnie, jest mato praktyczna w sprawdzaniu, gdyz
wymaga sprawdzania warunku po podzbiorach. W zwiagzku z tym potrzebne sa praktyczne
warunki ktére pozwola nam to sprawdzic.

Zacznijmy analize tej sytuacji od danych dyskretnych w R, to znaczy zakladamy, ze mo-
zemy wylosowaé tylko N mozliwych wynikéw z, ..., xxy_1 € R. Losujac teraz za pomoca
naszej skrzynki coraz wigksza ilo§¢ danych, mozemy zliczy¢ jak czgsto wylosujemy kazdy z
elementow z;. Asymptotycznie te czgstoSci zmierzaja do prawdopodobienstw p; ktére méwia,
Ze nasza zmienna wylosuje z;.

Konkludujac, w naszym przypadku dostajemy rozktad prawdopodobienstwa (x;, p;). Teraz
tatwo zauwazy¢, ze utozsamiamy ze sobg te zmienne losowe, ktore te rozktady maja jednakowe.

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem ciaglym, gdzie mozemy potencjalnie wylosowa¢ dowolne
liczby rzeczywiste z pewnego zakresu [a, b). Zacznijmy najpierw od wprowadzania pojecia
histogramu, ktory jest bardzo zblizony do koncepcji dyskretyzacji. Otz poniewaz trudno jest
opisa¢ wszystkie mozliwe wyniki, dla prostoty i zmniejszenia iloSci pamig¢ci mozemy podzieli¢
zakres [a, b) jaki przyjmuje nasza zmienna losowa na K roztaczne ,,pudetka” réwnej dtugosci:

Pi=la++(b—-a),a+3(b—a))dlai=0,...,K — 1.

Majac zestaw danych X = (z;) mozemy zliczy¢ ile procent danych wpadto danych do kazdego
pudetka, 1 w konsekwencji dostajemy histogra

hi = ﬁcard{i ;€ Pz}

W przypadku gdy mamy zmienng losowa X, powyzszy wzdr to bgdzie po prostu

h; = P(X € B)

Czgsto si¢ zaznacza takze ilos¢ elementéw ktére wpadty do danego pudetka, badz gesto$é prawdopodobieni-
stwa — wtedy pole pod wykresem jest réwne jeden.



gdzie P(X € Q) oznacza prawdopodobienstwo, ze nasza czarna skrzynka X wylosowata nam
element nalezacy do przedziatu Q).

WyobraZzmy sobie teraz, ze chcemy zrobi¢ dwukrotnie drobniejszy podziat, bo na przyktad
pojawito si¢ wigcej danych. Wtedy kazde pudetko rozbije si¢ nam na dwa, i w konsekwencji w
nowych pudetkach bgdzie dwukrotnie mniej danych. Czyli jak bedziemy robié¢ coraz drobniej-
sze podziaty, nasz histogram begdzie miat coraz mniejsza wysokosc.

Aby temu przeciwdzialaé, rozwaza si¢ histogramy bazujace na gestosci prawdopodobieri-
stwa (je takze uzywa si¢ wtedy gdy chcemy uzywac histogramu o réznej szerokoSci prze-
dziatéw). A mianowicie wysokos$¢ danego prostokata (odpowiadajacemu graficznie naszemu
pudetku) jest taka, by jego pole byto rowne czgstosci wpadania danych do pudetka:

hi-|P| =P(X € P)~ Wﬂcard{i x; € P}

Biorac coraz wezsze szerokosci, otrzymujem graniczny histogram ktéry nazywamy ge-
stodcig fx zmiennej losowej X. Mianowicie, dla punktu x € R, rozpatrujemy coraz mniejsze
pudetka P, wokot z, 1 rozpatrujemy iloraz zawartosci prawdopodobienstwa przez szeroko$¢
pudetka | K, |:

PX e P,)
| P

Przy zatozeniu, ze fx jest dobrze zdefiniowana gestosciq, czyli nieujemnq funkcjq ktora catku-
Jje sig do jedynki, mozemy odtworzy¢ prawdopodobienstwo wylosowania punktu ze zbioru A
catkujac:

— fx(x) przy P, — .

P(X € 4) = /Afx(x)dx. 3.1)

Fakt, ze X ma gesto$¢ fx oznaczamy X ~ fx.

W przypadku wektoréw losowych (czyli gdy losujemy dane z R?), powyzsze wzor sie nie
zmienia, tylko zamiast przedzialéw bierzemy jakiekolwiek D-wymiarowe kostki (czy réwno-
legtosciany) wokét x, i wtedy | P,| oznacza ich D-wymiarowa objetosc.

I teraz widzimy na podstawie (3.I), ze dwa wektory losowe sa utozsamiane jezeli maja
rowng gestosé.

Zadanie 3.1. Nasz zbior danych to X = {0.1,0.6,0,9,1,1.5,3.1}. Proszg zrobi¢ histogram
bazujqcy na gestosci prawdopodobienistwa bazujqcy na podziale [0,1),[1,2),[2,3), [3,4).

3.2 Charakterystyki opisowe

3.2.1 Zmienne losowe

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych charakterystyk dla danych. Najbardziej podsta-
wowa jest zakres danych, czyli minimalny przedziat zawierajacy dane:

[min X, max X|.

Tych wartosci uzywa si¢ w jednej z naturalnych form preprocessingu danych jest normaliza-
cja. Tego typu preprocessing zazwyczaj wykonuje si¢ osobno dla kazdej wspoétrzednej, w celu

2UWAGA: nie zawsze ta granica istnieje!



zrownowazenia wagi réznych wspétrzednych w danych (pomaga w metodach klasyfikacji).
Czesto stosuje si¢ normalizacje wzgledem zakresu X — Y, gdzie:

r; —min X

i Y = : .

v 4 max X — min X

Wtedy zakres danych zostaje przerzucony do przedzialu [0, 1].
Srednia z prébki X = (x;) to

S )
meanX = X] E T;.
i

Zadanie 3.2. Prosze wyliczyé wzory na mean((x; + vy;);) oraz mean(CX).

Srednia z prébki to estymato wartosci oczekiwanej E'X, ktéra w przypadku gdy X ma
gesto$C fx wyraza si¢ wzorem

EX = /xfx(x)dx.
Wprost z powyzszej definicji mamy
EX) +Xy) = EX + EX.
Srednia ma pewne minusy:
e jest bardzo czula na btedy (pojawienie si¢ outlierséw),
e zwraca zazwyczaj wynik ktéry moze nie by¢ reprezentowany w zbiorze danych.

Outliersy, czyli wartos$ci oddalone moga by¢ spowodowane przez wiele, powodéw, najstaw-
niejszym jest zawartos¢ zelaza w szpinakuﬂ Bardzo dobrym przyktadem moga to by¢ zarobki
w dziesigcioosobowej firmie, w ktére szef zarabia 12 tys, a pracownicy po 2 tys. Wtedy Srednia
wynosi 3 tys, a nikt nie ma takich zarobkéw i1 wigkszoS§¢ zarabia ponizej Sredniej, co wywotuje
frustracjeg.

W zwiazku z tym rozwaza si¢ drugi miernik, a mianowicie mediang, ktéry oznacza wynik
dzielacy probke na dwie ,,pol(’)wki’ﬂ:

P(X <m)>1/2oraz P(X >m) > 1/2.

gdzie X<, = {x € X : © < m}. Proszg zauwazy¢, ze wzglgdem powyzszej definicji me-
diana jest przedziatem (w praktyce jedynos¢ jest wtedy gdy zbior danych ma nieparzysta iloS¢
elementéw, zas w przypadku gdy zbiér ma parzysta liczbg elementéw za mediang przyjmuje
si¢ dowolnego reprezentanta tego przedziatu). Jak tatwo wida¢, mediana jest reprezentowana
przez realna warto$¢ ze zbioru danych, a co wigcej jest relatywnie nieczuta na outliersy. Poka-
z¢ potem paristwu, ze oba te pojecia sa konsekwencja wyboru funkcji kosztu jaki rozpatrujemy
przy zastgpowaniu danych.

Zadanie 3.3. Prosze policzy¢ mediang X = {1,2,5,2,3}.

3To znaczy, jezeli wielko$¢ prébki rosnie do nieskoiczonosci, to zmierza do szukanej wartosci.
4Szpinak - cytowanie
Proszg zauwazy¢, ze poléwki te nie musza byé réwne.



W przypadku rozktadow ktére maja gestoS¢ szukamy takiego m by:

/(_Oom] Jx(z)de = /[mm) Ix(x)dz.

Gdy chcemy zmierzy¢ zmiennoS¢ wynikow, ktéra pozwala nam sprawdzi¢ swoje zaufanie
do wynikéw, rozwazamy odchylenie standardowe ox (pierwiastek z wariancji Var.X), ktore
mierzy Sredni btad:

o(X)? = VarX = |X| Z — meanX)?

Zauwazmy, ze
1 ) . )
X] Z( — meanX )? IX\ E x? 215 E zimeanX + E (meanX)

— 1 2 _ . 1 2 1 2 2
= X Zajz 2meanX - meanX + 4 Z(meanX) ] le (meanX)-.

Oznacza to, ze
VarX = ﬁ Zx? — (meanX)?.
W przypadku zmiennych losowych mamy wzor:
VarX = B(X — EX)? = EX? — (EX).

I znowu w przypadku gestosci wzor ktoéry dostajemy to

VarX = /(a: — EX)? fx(x)dw

Przyktad 3.1. Rozwazmy dwie osoby, ktére mierzyty st6t. Jedna uzyskata wyniki X; = {0.5, 1.0, 1.5},
a druga X, = {0.99,1.00,1.01}. Pozornie mozna przyjac, ze poniewaz srednie sa réwne, wy-

niki sg takie same, ale oczywiscie widaé, ze pierwsza osoba mierzyta ten st6t znacznie mniej
doktadnie niz druga, co dobrze pokazuje wtasnie odchylenie standardowe:

1 1
~0.4lao(Xy) = ——— ~ 0.008.

N 100,/572

Analogicznie do normalizacji wzgledem rozktadu uzywa si¢ normalizacji wzgledem wspot-
czynnikéw rozktadu:

o(Xy) =

x; — mean(X)
o(X)

Ti = Yi =
Zadanie 3.4. Prosze sprawdzié, Ze po dokonaniu tej procedury dostajemy rozktad o Sredniej
zero i odchyleniu jeden.
Zadanie 3.5. Prosze dokonac normalizacji (Srednia=0,0dch=1) probki X = {1,3,7,11}.

Sposéb wizualizacji - barplot, zamieszcza oprocz zakresu (min, max) Sredniag m oraz m=+o
(czasami si¢ takze znaczy kwantyle, czyli poziomy odpowiadajace 25% i 75% danych).
Oprécz powyzszych miernikOw rozwaza si¢ jeszcze momenty wyzszych rzedow:

B(X*) = / 2* fx (x)dz dla rozktadéw ciagtych, lub E(XF*) = Z z; dla danych dyskretnych.

IX\
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ktére jak zobaczymy potem moga by¢ zastosowane do wykrywania na ile dany rozktad r6zni
si¢ od rozkladu normalnego. Nie kazdy rozklad ma momenty, czy nawet érednieﬂ ale jezeli
dwa rozktady maja wszystkie momenty i sa one rOwne momenty, to sg identyczne (to wynika
z tego, ze wielomiany sa geste w przestrzeni funkcji).

Zadanie 3.6. Policz momenty

3.2.2 Wektory losowe

Analogicznie jak w przypadku zmiennych losowych definiuje si¢ warto$¢ oczekiwang dla wek-
tora losowego w R”:

EX = E(Xy,...,Xp) = (EXy,..., EXp).

W przypadku gdy rozktad ma gestos¢ lub jest dyskretny powyzszy wzor redukuje si¢ do

EX = Zpixi lub /xfx(:v)dx.

W przypadku prébki X = (x;) estymatorem wartosci oczekiwanej jest po prostu wartos¢ sred-
nia

| N
meanX = N;a:l

Latwo sprawdzié, ze dla A liniowego mamy
E(AX +b) = AEX + Ab.

Zadanie 3.7. Prosze sprawdzi¢ powyzszy wzor.

Jak widzimy, warto$¢ oczekiwana jest liczona osobno dla kazdej wspétrzednej. Powstaje
wigc oczywiste pytanie, w jaki sposéob te zmienne sa ze soba zwiazane, na ile wartoS¢ jednej
wplywa na inne.

Zajmiemy si¢ najpierw najprostszym przypadkiem, gdy X = (X, X3) jest wektorem lo-
sowym na plaszczyznie. Przyktadowo moze by¢ badanie pacjenta, w ktérym mierzymy BMI i
poziom cukru. Najbardziej podstawowym pytaniem, jest to czy te zmienne od siebie zaleza (w
przypadku pytania o BMI i poziom cukru oczywiscie tak jest). Pytanie o niezaleznos¢ jest trud-
ne (jeszcze si¢ nim zajmiemy), i choé teoretycznie mozemy go rozpatrywac, nie ma dobrych
praktycznych wspétczynnikéw ktore si¢ stosuje. W zwiazku z tym zajmujemy si¢ prostszym i
bardziej zrozumiatym pytaniem o zalezno$¢ liniowa migdzy zmiennymi (wspotrzednymi wy-
niku):

Xg ~ CL1X1 + bl Iub Xl = CLQXQ + bg.

Aby wyprowadzié, korelacje, indeks ktory bada zaleznoS¢ liniowa migdzy zmiennymi, bedzie-
my potrzebowali nastgpujace przypomnienie z algebry liniowe;.

Dygresja 3.1. Zatéimy, ze mamy dwa wektory vy, vy € RY. Chcemy umie¢ sprawdzié, czy sq
one wspotliniowe, czyli czy istnieje oy badZ (rownowaznie) o takie

V1 = QiU lub vy = a1 vy.

Przyktadem jest rozktad Cauchy’ego ktérego gestos¢ wyraza si¢ wzorem f () = m

11



Dodatkowo chcemy, aby indeks ktory to mierzy zwracat nam tez informacje, jak blisko jestesmy
wspotliniowosci (a nie dla przyktadu 1 jezeli wspotliniowe, a zero jak nie).

Powszechnie stosowany indeks do mierzenia tej wspotliniowosci jest okreslony przez kat
(a precyzyjniej jego cosinus) migdzy wektorami v, w. Otoz wektory sq wspotliniowe, jeZeli kqt
pomiedzy nimi jest rowny 0 bqdZ w (czyli jego cosinus to +1). Im dalej od kqta zero, tym
mniejsza jest wspotliniowosé, a najmniejsza jest dla kqta 7 /2 (cosinus kqta wtedy wynosi zero),
kiedy wektory sq prostopadte. Jak wiemy, cosinus kqta mozna policzy¢ dzielqc iloczyn skalarny
przez iloczyn dtugosci wektorow:

(v1, va)

/ = .
cos(ZLvy, vg) orll - sl

Tak zdefiniowany wspotczynnik jest powszechnie stosowanym miernikiem wspotliniowosci. UzZy-
wa go sig miedzy innymi w NLP do zdefiniowania podobieristwa miedzy tekstami (jest nieczuty
na dtugosc¢ tekstu).

Dla prostoty, wspétczynnik korelacji wyprowadzimy dla probki (X, X») = (z¢, 24); wiel-
kosci N wygenerowanej przez wektor losowy X = (X1, X,). Bierzemy

vy = (zh, e )iag = (ad, . 2d).

Chcemy sprawdzié, czy powyzsze wektory sa w zaleznoSci liniowej

93’2 = alxi + by badz $Zl = agxé + by. (3.2)
Trochg przeszkadza b, wigc przesuwamy do zera (odejmujac od obu $rednia) rozpatrujac wek-
tory v; = (v), vy = (v4) zdefiniowane przez

i i i i
v] = 7] — meanX; oraz vy, = r5 — meanXs,

tatwo wtedy sprawdzié, ze (3.2)) jest rtownowazne stwierdzeniu, ze wektory vy, vy sa wspotli-
niowe:
Vo = a1V badi V1 = QgV3,

co na podstawie wcze$niejszej dygresji sprowadza si¢ do wyliczenia

_ > (2t — mean X ) (2 — meanXs) _ cov (X1, Xo)
V(@ — meanX1)2y/Y (2} — meanX;)?  o(X1)o(X3)

P

Y

gdzie przez cov(X, X3) oznaczamy usredniony iloczyn skalarny pomigdzy (x} — meanX) i
(zh — meanXy):

1 , _
cov(Xy, Xo) = N Z(mﬁ — meanX;)(z5 — meanXs).

W przypadku wektoréw losowych powyzsze wzory staja si¢

~cov(Xy, Xo)
P (X)) - 0(Xy)

gdzie
COV(XhXQ) = E(Xl — EX1>(X2 — EXQ) = E(X1X2) — EXlEXQ

12



Przyjmuje sig, ze jezeli wspolczynnik korelacji na modut jest wigkszy of 0.5, to jest kore-
lacja liniowa.

W przypadku wektoréw losowych czgSciej niz wspdéiczynnik korelacji liczy si¢ macierz
kowariancji, ktora jest zdefiniowana przez

covX = [ecov(Xy, X;)]i; = E(X — EX) - (X — EX)") = B(XX") — (EX)(EX)".

Prosze zauwazyc¢, ze majac macierz kowariancji mozna wyliczy¢ wspotczynniki korelacji. Co
wiecej, rozne wspotrzedne sa liniowo niezalezne gdy macierz ta jest diagonalna. Gdy X ma
gestosé fx, mamy

covX = /(x — EX)(z — EX)? fx(z)dz.

Dla prébki X wzory to

1
covX = N Z(mz — meanX)(z; — meanX)”. (3.3)
Zadanie 3.8. Nasz zestaw danych sktada sig z punktow {(1,2), (2, 3), (5,5)} na plaszczyZnie.
Prosze wyliczy¢ wspotczynnik korelacji miedzy wspotrzednymi X i Y. Prosze policzy¢ macierz

kowariancji.

Poniewaz Wprost z definicji wida¢, ze macierz kowariancji jest symetryczna.

3.3 Whitening, odleglos¢ Mahalanobisa

Z punktu widzenia wielu metod nauczania maszynowego, najlepiej jezeli dane sa znormalizo-
wane, czyli w naszym przypadku jak nie ma migdzy nimi zalezno$ci liniowej, Srednia jest zero
a macierz kowariancji jest macierza identycznosciowa.

Uzyskanie tego, by wartoS$¢ oczekiwana byla zero, jest fatwe - po prostu przesuwamy

Y = X — meanX.

Natomiast powstaje oczywiscie pytanie, w jaki sposéb zmodyfikowac probke, by wspétrzedne
byly liniowo niezalezne. Interesuje nas w jaki sposéb liniowo przeksztalci¢ dane, musimy wigc
wiedziec jak si¢ przeksztatca macierz kowariancji. Dla prostoty korzystajac z (3.3) mamy

cov(AX +b) = AcovX AT,

I teraz powstaje pytanie jak dobra¢ A by powstata nam w wyniku operacji po prawej stronie
identyczno$¢, co jak widac jest rtOwnowazne

ATA = covX L.

Poniewaz istotna klas¢ stanowia odwzorowania symetryczne, aby zagwarantowaé jednoznacz-
nos¢ mozemy zawgzamy si¢ do szukania A w klasie odwzorowan symetrycznyclﬂ I wtedy jak
wiemy z algebry liniowej rozwiazanie jedyne rozwigzanie jest dane przez pierwiastekﬂ

"Rozwazamy ogélna sytuacje w péZzniejszym rozdziale dotyczacym ICA
8Przypominam algorytm liczenia pierwiastka z dodatnio okreslonej macierzy symetrycznej A: a) Policz
warto$ci whasne (A1,...,Ap) i wektory wlasne V' = [v1,...,vp]. Czyli w postaci macierzowej dla A =
diag(\1,. .., Ap) dostajemy AV = VA (wybieramy wektory wtasne ortonormalne, czyli V7'V = I). b) Korico-
wy wzor:
VA = VAY2V 1 gdzie A2 = diag(\/?, ..., A)L%).
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Konkludujac, koficowe rozwiazanie dane jest
¢z — (covX)?(z — meanX).

Z pojeciem whiteningu jest blisko powiazane pojecie zwane metrykq Mahalanobisa. Ot6z
zobaczmy, jak by wygladato gdbySmy mierzeli odlegto$s¢ dwoch punktéw po whiteningu:

|((covX)?(2; — meanX)) — ((covX)?(x; — meanX))|* = (v; — ;) covX ! (z; — x;).
Wprowadzmy teraz oznaczenie na norm¢ Mahalanobisa:
|z]|% = 275 1.

Wtedy mamy
[¢(x:) — ()| = [|2: — 2;]|=.

Jak widzimy, aby policzy¢ odleglo§¢ Mahalanobisa, mamy dwie rownowazne mozliwosci
- albo transformujemy dane, 1 uzywamy zwyktej metryki euklidesowej, albo zostawiamy da-
ne 1 modyfikujemy metryke (w uproszczeniu pierwsze podejScie prowadzi do representation
learning, a drugie do metric learning).

Metryki Mahalanobisa si¢ uzywa domyslnie w duzej ilosci probleméw, gdyz oryginalna
czgsto jest zta i nieodpowiednio dopasowana do danych — jednostki nie sa optymalnie ustawio-
ne (przyklad z wzrostem i butami).

Faktem ktory pokazuje wage metryki mahalanobisa, jest to, Ze jest ona niezalezna na trans-
formacje afiniczne zbioru.

Obserwacja 3.1. Metryka Mahalanobisa jest niezmiennicza na transformacje afiniczne w na-
Stepujgcym sensie
i = 2 llcovx = [|(x:) = D(25)leove(x)

dla dowolnych x;, x; € X i dowolnej odwracalnej transformacji afinicznej ¢p(x) = Ax + b.

Dowod. Wezmy dowolne x;, x; € X irozpatrzmy odwzorowanie afiniczne ¢ : x — Ax + b
(gdzie A jest odwracalne, a b translacja). Wtedy mamy

2: — 5|20y x = (@i — 25) cov Xz — ),
a

[p(xi) — ()| Z0vex) = NAZ; — Azl acovxar = (Alzi — ;)" (AcovX AT) "M (A(x; — x;))

= (z; — xj)TAT(AT)_lcon_lA_lA(xi — ;) = ||z — :L'j||2

covX "

3.4 Dane z wagami

W praktyce w wielu przypadkach spotkamy si¢ z sytuacja, gdy bedziemy chcieli mie¢ dane z
dodatkowa wartoscia (czgstos¢, waga). Czyli jezeli X = (z;), aw = (w;) C Ry, to zapisujemy
wtedy X z wagami jako X, = (z;, w;).

14



Zazwyczaj zakladamy, ze wagi sa (wspOlnie) ograniczone. Wszystkie wzory dotyczace
Srednich, etc si¢ przektadaja, dla przyktadu

1 1
> i Wi > Wi

Analogicznie mozemy rozpatrywac sytuacje dla wektoréw losowych, z tym, ze tutaj for-
malna definicja jest bardziej skomplikowana, w zwiazku z czym ja pomijam. Jedynie warto
wspomnieé, ze jezeli wektor losowy X w R” ma gestoéé f,iw : RP — R, to ograniczona z
g6ry funkcja wagujaca, to zmienna losowa X, powstata przez zwagowanie X ma gegsto$¢

EX, =

Z w;z; czy covX = sz(l‘z — EX,)(z; — EX,)T.
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Rozdziat 4
Rozklady danych

4.1 Rozklady bazowe

4.1.1 Rozklad dyskretny na {0,..., M — 1}

Zacznijmy od rozkladu dyskretnego ktory jak pokazemy pozwala generowaC wszyskie inne.
Ot6z chodzi nam o skonstruowanie zmiennej losowej X ktéra przyjmuje z jednolitym praw-
dopodobienstwem przyjmuje warto$ci w zbiorze Z,; = {0, ..., M — 1}, gdzieM jest bardzo
duza liczba (z powodéw numeryczych M jest czgsto potega dwdjki). Czyli chcemy by kazde
i € Zy; bylo losowane z jednakowym prawdopodobieristwem 1/M .

Uwaga 4.1. Poniewaz programowo nie da si¢ na komputerze zaimplementowac generatora
prawdziwych liczb losowych, w zwiazku z czym istniejq sprz¢towe generatory liczby losowych
ktére uzywaja fizycznych zjawisk ktére posiadaja wlasnosci losowe typu zjawiska kwantowe
(korzystaja z nich giéwnie banki dla bezpieczenistwa). To co si¢ robi najczegsciej w praktyce z
powodu szybkosci i potencjalnej powtarzalnoSci do§wiadczen to generowanie liczb pseudolo-
sowych (pseudo-random number generator).

Czesto stosowane generatory liczb losowych zazwyczaja polegaja na okresleniu wartosci
startowej « (SEED) i funkcji f : Z); — 7Z.) tak, ze nas ciag pseudolosowy jest dany przez

Tpy1 = f(xn>

Funkcja f musi by¢ tak dobrana aby nie byto oczywistego zwiazku pomigdzy poprzednimi war-
toSciami a nastgpnymi oraz by byta szybka w obliczaniu. Najprostsze generatory powyzszego
typu to LCG (linear congruential generator):

Tpi1 = (az, + ¢) mod m.

Pomimo tego, ze szybkie, nie powinny by¢ uzywane do zadan wymagajacych prawdziwe;j lo-
sowosci, gdyz nie spetniajg wszystkich testow statystycznych sprawdzajacych losowos¢.

Uwaga 4.2. Zty dobor parametrow moze miec€ tragiczne skutki — niestawny tu jest RANDU
zaprojektowany w latach 60tych przez IBM-a:

Tjy1 = 6553933'] mod 231.
Otz Tpy0 = (21 + 3)xp1 = (2'6 + 3)%xy, co oznacza, ze

Trpo = (224620 + 9)ay, = [6- (2'° + 3) — 9|z, = 6341 — 971 mod 2°".
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W konsekwencji punkty (zy, Try1, Tr12) leza w przestrzeni R? na niewielkiej liczbie plaszyzn
(jest silna korelacja, nie ma niezaleznoSci). W konsekwencji wiele prac fizycznych bazujacych
na symulacjach losowych uzywajacych tego generatora okazato si¢ by¢ nieprawdziwych.

Generatory zblizone w sensie idei do LCG, a uznawane za dobre, to pracujace na rozwinie-
ciu bitowym danych, dla przyktadu mozna poleci¢ r6zne udoskonalenia xorshift.

4.1.2 unify, ;: rozklad réwnomierny na odcinku [a, b]

Zajmiemy si¢ rozktadami ciaglymi (posiadajacymi gesto$¢). Najbardziej istotny poza rozkla-
dem normalnym ktéry oméwig pdzniej jest rozktad réwnomierny na odcinku [0, 1], oznaczam
go przez unif ;). Gestos¢ takiego rozktadu to funkcja stale réwna 1 na odcinku [0, 1], a 0 poza
nim. Mozemy losowaé (oczywiscie w przyblizeniu) z tego rozktadu biorac wynik generatora
dyskretnego na zakresie {0, ..., M —1} C Nidzielac go przez M. Jezeli M jest duze, a czesto
M jest rzedu 232 czy 2% powyzszy wynik jest numerycznie nieodréznialny od prawdziwego
rozktadu réwnomienie roztozonego na odcinku [0, 1].

Pokazemy, ze umiejetnos¢ losowania danych z unifyy ;; pozwala na generowanie liczb z do-
wolnych rozktadéw. Najprosciej oczywiscie wylosowac rozktad réwnomierny na odcinku |[a, b]
— a mianowicie, jezeli X ma rozktad réwnomierny na odcinku [0, 1] to jak zaraz zobaczymy
a+ (b — a)X ma rozktad réwnomierny na odcinku [a, b]. Czesto si¢ wlasnie generuje rozktady
biorac funkcj¢ ¢ na znanym rozkladzie X.

4.1.3 Gestos¢ rozkladu zmiennej ¢(X)

W ponizszych rozwazaniach zaktadamy zawsze, ze ¢ jest funkcja kawatkami rézniczkowal-
na ktérej pochodna jest odwracalna. Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem najprostszym kiedy
zmienna losowa X przyjmuje wartosci w przedziale [a, b] a rozpatrywana funkcja ¢ jest r6zno-
wartosciowa i przeksztatca przedziat [a, b] w sposéb jednoznaczny na przedziat [c, d|. Ggstosé
X oznaczamy przez fx.

Sprébujmy wigc wyliczy¢ gestos¢ zmiennej losowej Y = ¢(X). WeZmy w tym celu punkt
y € lc,d] ijedyny x € [a,b] taki, ze y = ¢(x). Sprobujemy obliczy¢ gestos¢ Y w punk-
cie y. Wezmy mate § > 0 i rozpatrzmy pudetko KS = y + [—0,0] wokdét y. Korzystajac z
rézniczkowalnosci ¢ mamy

d(x + h) = ¢(x) + ¢'(x)h dla matych h.
Oznacza to, ze dla matych 4, ktadac
K=ot (6.0
¢'(x)
dostajemy
B(KD) ~ y + [4,8] = K? oraz |K| = |¢/(x)]| - | K]

T

I teraz mamy:
P(Y € K)) P@(X)€o(Ky) PXeK) = 1
K3l ¢/ ()] - | K2 /() - KR [/ (@)l

Konkludujac dostajemy

fx(z) przy 6 — 0.

1 o
fy(y) = fo(a:) gdziex = ¢~ (y).
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Stosujac powyzszy wzér dla X ~ unifjg 1) i ¢(r) = a + (b — a)r dostajemy sposéb na
generowanie rozktadu unif|, 3 z rozktadu unifyg ;.

Zadanie 4.1. Rozktad wyktadniczy ma gestos¢ dang wzorem:

%e‘”” dlax > 0,
flz) = .
0 w przeciwnym przypadku.

Latwo mozna pokazaz, 7e ) to Srednia i \* to wariancja (pokazaé).
Rozktad wyktadniczy mozemy wygenerowac z jednostajnego X ~ unif(, 1) obktadajqc przez
funkcje logarytm, to znaczy
7, = AIn(X)

ma rozktad wyktadniczy (pokazac).

Rozpatrzmy teraz sytuacje¢ jednowmiarowa, gdy nie mamy odwaracalnosci ¢. Wtedy y ma
potencjalnie wiele przeciwobrazow, to znaczy zbior

o (y) ={z: o(x) = y}

moze mie¢ wigcej niz jeden element. W konsekwencji powtarzajac poprzednie rozumowanie,
otrzymujemy jedynie, ze y moze by¢ uzyskany przez wigcej z, tak wigc i jego prawdopodo-
bienstwo powstaje jako suma po przeciwobrazach:

1
fy(y) = ,—fx(l“)-
% /()]

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem wielowymiarowym, zaktadamy wigc, ze X jest wektorem
losowym w RP o gestoéci fx, i rozpatrujemy funkcje réznowartosciowa f : RP? — RP.
Aby powtorzy¢ rozumowanie jak w przypadku jednowymiarowym, przyda nam si¢ nastgpujace
przypomnienie z algebry liniowe;.

Dygresja 4.1. Niech K C RP bedzie kostkq bad? réwnolegtoscianem i niech A : RP — RP
bedzie odwracalnym odwzorowaniem liniowym. Wtedy

|AK| = | det A - |K| oraz | K| = | det A™!||AK],

gdzie |L| oznacza objetosé zbioru L a det A oznacza wyznacznik macierzy A. Oczywiscie takze
det A= =1/ det A.

Sprébujemy obliczy¢ gesto§¢ Y w punkcie y. WeZzmy mate 6 > 0 i rozpatrzmy pudetko w
ksztalcie hiper-kostki (sze$cianu) K 3 = y+[—4, 5] wokét y. Korzystajac z rézniczkowalno$ci
¢ mamy

o(x + h) = ¢(x) + dy¢é - h dla matych h.

gdzie d, ¢ oznacza pochodna ¢ = (¢4, ..., ¢p) w punkcie z, czyli macierz dang przez pochod-
ne czastkowe
8@}
]

al’j

Oznacza to, ze dla matych 9, definiujac D-wymiarowy réwnolegtos$cian

o

Kg =x+ (dx¢)_1[_5a 5]D
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dostajemy
PK]) =y +[-6,0]” = K,

Kyl = ly + dop(K7)] = | det dy] - | K.

I teraz mamy:

P(Y € Ky)  P(¢(X) € ¢(KD) _ P(X €K 1
K ILeRD  [dedel 1KY [derdzg) <P O
Konkludujac dostajemy
1
fy(y) = mfx(w) gdzie z = ¢~ (y).

W przypadku gdy ¢ nie jest roznowartosciowa, rozumujac analogicznie jak w przypadku jed-
nowymiarowym dostajemy wzor

R = Y () addie s = 67 (0),

z:p(z)=y

Zadanie 4.2. X ma rozktad jednostajny na odcinku [—1, 1]. Jaki rozktad ma X??

4.1.4 Rozklad warunkowy

Zat6zmy, ze mamy wektor losowy X i interesuje nas jedynie sytuacja gdy wylosowaliSmy X
w danym zbiorze A. Wtedy gestos¢ sig normalizuje do A.
Sposéb losowania jest bardzo prosty - losujemy, a jezeli nie wypadio w A, to odrzucamy.

Przyktad 4.1. Jezeli potrafimy losowaé z rozktadu jednostajnego na [0, 1], to oczywiscie tez po-
trafimy losowa¢ z rozkladu jedostajnego na [0, 1]”. W konsekwencji, jezeli A jest ograniczony,
to potrafimy losowaé z rozktadu jednostajnego na A za pomoca odrzucania.

Typowy przyktad to obliczanie 7 (pola kota - za pomoca rzucania rzutkami).

Obliczanie objetosci kuli D-wymiarowe;j:

D D
T2 1 2me \ 2
Vp(R)= ——— R~ —— [ == RP.
D( ) F(%—i—l) /_DT('(D)
Rzucanie rzutkami do kuli wysoko wymiarowej jest trudne.

Sytuacja ciekawsza - gdy A ma miarg zero (zazwyczaj prosta, czy ptaszczyzna). Wtedy
zawgzamy si¢ do catkowania po tym zbiorze.

4.1.5 Wagowanie

Cel: rownowazenie klas. Jaka gestos¢.

4.1.6 Niezalezno$¢ i rozklady brzegowe

Wazna wilasnoscig jest niezaleznos¢ zmiennych losowych XY : €2 — R (nad tgq sama prze-
strzenig probabilistyczna, w sensie interpretacji z czarng skrzynka, to nalezy na to patrze¢ jak-
by jedno naci$nigcie przyciska zwracato nam zaréwno X jak i Y'). Ot6z zmienne sg niezalezne

gdy
P(X,Y)elIxJ)=P(X e€l)-P(Y € J)dladowolnych przedziatéw I, J C R.
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Intuicyjnie chodzi o to, ze wynik wylosowany na jednej nie wptywa na wynik wylosowany na
drugiej. Problem z tym, ze nie da si¢ tego tatwo przeksztalci¢ na jaki§ wspétczynnik ktory sie
da policzy¢ efektywnie (mozna kombinowac, na przyktad dla dywergencji Kullbacka-Leiblera,
ale i tak si¢ nie da tego policzy¢ jak mamy tylko prébke, trzeba uzywac estymacji). W zwiazku
z tym wprowadza si¢ pojecie ubozsze, ale za to policzalne.

Jezeli wspotczynnik korelacji jest rézny od zera, to zmienne sg zalezne, ale nie odwrotnie —
moga by¢ zmienne zalezne dla ktérych wspotczynnik korelacji liniowe;j jest zero (dla przyktadu
wylosowanie losowej pary liczb (z, y) na okrggu jednostkowej, oczywiscie zmienne sa zalezne,
nawet znamy ta zalezno$¢ 22 + y? = 1, a nie sa jak tatwo sprawdzié skorelowane).
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Rozdzial 5

Kompresja stratna

5.1 Wektoryzacja — kompresja grupy danych

Kompresja stratna i bezstratna. Dane zajmowatyby za duzo pamigci.

Problem 5.1. Zastqpi¢ grupe punktow/danych X = {x;}i—1.,, C R? za pomocq jednego, tak
by byt minimalny btqd.

Dwa pytania:
e co rozumiemy przez blad?
e jak znalez¢ ten jeden punkt (minimum)?

Btad oczywiscie musi by¢ funkcja nieujemna.

5.1.1 Blad (Srednio-)kwadratowy w R

Dygresja 5.1. Funkcja ax®+bx+c, gdzie a > 0, osiaga minimum w punkcie —b/(2a). Wartosé
minimalna wynosi —A /(4a).

Jednym z najczgsScigj stosowanych sposobéw pomiaru biedu jest tak zwany blqd kwadra-
towy (SE: squarred error) popelniany przy zastapieniu kazdego punktu z zestawu danych X
przez jeden punkt v:

SE(X,v) =Y |z —vf.

Latwo widac, ze

SE(X,v) = k[v* — 2(; sz)v + 3 Zx?]

7

W konsekwencji otrzymujemy, ze minimum jest uzyskiwane dla v réwnego Sredniej:
v=FEX)= %sz,
i
za$ warto$¢ tego minimalnego btedu jest réwna

SE(X,E(X)) =) |z — E(X)P? =) (2] — E(X))* = kE(X?) - kE(X)*.

i
% %
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gdzie pierwsza réwnos¢ jedno dostajemy bezpoSrednio wstawiajac, a drugie z wzoru, ze mi-
nimum funkcji kwadratowej wynosi —A /4a. Jezeli weZmiemy pod uwagg wartos¢ tego btedu
usrednionego (t.j. podzielonego przez ilo$¢ elementéw k zbioru X) to dostajemy definicje tak
zwanej wariancji:

Var(X) = %Z lz; — E(X)|? = BE(X?) — E(X)?= %fo — (1) m)” (5.1

2

Czesto piszemy FX zamiast £(X) o ile nie powoduje to nieporozumieri. Przez o ozna-
czamy odchylenie standardowe dane wzorem o? = Var(X) (pierwiastek z wariancji). Z (5.1)
mamy

ox = Var(X) = E((X — EX)*) = EX? — (EX)*.

Uwaga 5.1. Dobre: szybko si¢ liczy (liniowo wzgledem iloSci danych), naturalna motywacja.
Zte: otrzymujemy czegsto wynik ktory nie istnieje, duza czuto$¢ na wartos$ci oddalone (outliers=zaburzenia/lt
w danych).

5.1.2 Blad dany przez modut

Zobaczymy teraz co by si¢ stalo gdybySmy rozwazali btad innego typu.
Zat6zmy, ze interesuje nas btad dany przez:

Z |z — 2.
i
Lemat 5.1. Zatozmy dodatkowo, Ze X jest posortowany, to znaczy r1 < 12 < -+ < a1 <
xk. Rozpatrzmy funkcje
k
frz—=) |v—2|
i=1

Wtedy f'(x) = 2i — k dla x € (z;,x;11) (gdzie xq interpretujemy jako —oo a xy11 jako +00).

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja © — |x; — 2| ma pochodna w punkcie = réwna —1 oile z; > «
iloilez; < x. Oznacza to, ze pochodna funkcji f w punkcie x jest réwna

card{i : x; < x} — card{i : ; > 2} = card{i : x; < x} — (k — card{i : z; < x}),
co daje tezg. [

Whiosek 5.1. Przy zatoZeniu jak wyzej (zbior X posortowany), funkcja f ma nastepujace wta-
snosci:

e k parzyste: silnie maleje na przedziale (—00, x1,)2); jest stata na przedziale [y, Ty/o41);
silnie rosnie na przedziale [mk/QH, 00).

o k nieparzyste: silnie maleje na przedziale (—00, x(;41)/2); silnie rosnie na przedziale
[ (k1) /2, 00).

Definicja 5.1. W ten sposob otrzymujemy definicj¢ mediany — dowolny punkt taki, ze ilo$¢
punktéw ze zbioru silnie mniejszych jest rowna ilosci silnie wigkszych. Jak nieparzysta ilo$¢
danych, to jednoznacznie zdefiniowana, jezeli parzysta, to przedzial. Jak widzimy wazne jest
by dane wstgpnie posortowac.
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Uwaga 5.2. Dobre: w miarg szybko si¢ liczy (nlog n wzgledem iloSci danych), naturalna mo-
tywacja, zawsze otrzymujemy realng dana, mniejszy wptyw outliersow.
Zke: nie ma wzoru dla sytuacji wyzej wymiarowej (nawet na ptaszczyZnie)!

Zadanie 5.1. Policzy¢ sredniq i mediang dla liczb, zaburzy¢ jednq — zobaczy¢ jaki jest wptyw
wartosci oddalonych (outliersow).

5.1.3 Sytuacja wyzZej wymiarowa

Pokazemy, ze jest pelna analogia z przypadkiem jednowymiarowym. Zastapienie grupy danych
X = {z;} € RY przy pomocy jednej v - kompresja minimalizowanie wartosci:

v > [l — ol (5.2)

Twierdzenie 5.1. Rozpatrzmy funkcje
g:z— alx,x)+ (bx) + ¢
Wtedy
g(x) = alx +b/(2a),z +b/(2a)) — ((b,b) — 4ac)/(4a) = al|x 4+ b/(2a)||* — A/(4a).

Oznacza, Ze jezeli a > 0 to minimum jest przyjmowane dla © = —b/(2a) i wynosi —A/(4a)
(bo ||z + b/(2a)||? jest minimalizowane dla x = —b/(2a)).

Dowod. Taki sam jak dla jednowymiarowego przypadku (sprowadzanie do postaci kanonicz-
nej). ]

Wzér ktéry wylicza (5.2) do jednej postaci — kluczowa jest obserwacja, ze suma funkcji
kwadratowych jest funkcja kwadratowa!

Stwierdzenie 5.1. Mamy wzor:

Z lzi = lI* = [lv]l* - Z lill* = [lo = E(X)|I* + Z s = ).

Widzimy kiedy si¢ ten obiekt minimalizuje! W konsekwencji, podobnie jak w przypadku
jednowymiarowym, dla zbioru danych X = {z;},—1 » W sposob naturalny zdefiniowaliSmy

Srednia:

oraz uogdlniony odpowiednik wariancji (dla wygody uzywam tego samego oznaczenia):
Var(X Z lz; — E(X)|*

Cwiczenie 5.1. Prosz¢ pokazac, ze

Var(X) = 5tz Y [l — ;.
i7j

Cwiczenie 5.2 (do metody Hartigana). Korzystajac z poprzedniego éwiczenia, prosze pokazaé,
ze przy rozbiciu X na dwa rozlaczne podzbiory X, X5 mamy

Var(X) = Var(X;) + Var(X») + 82 (EX; — EX,)*.
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5.2 Podstawy minimalizacji funkcji

W przypadku btedy danego przez sume¢ modutéw (norm) w przypadku wielowymiarowym, nie
istnieje juz jawny wzoOr na rozwigzanie. W zwigzku z czym stosuje si¢ metody minimalizacji.
Problem: szukanie minimum funkcji f : R” — R. Najczesciej spotykane sa dwa podejscia:

e metody gradientowe, badZ bazujace na gradientowych,

e metody zastepujace funkcje inna, ktérej minimum znamy, czy potrafimy oszacowac.

Metody gradientowe sa metodami ciggtymi, ich idea polega na tym, ze chcemy ,,spada¢ w
dot” po wykresie funkcji (mozna sobie wyobrazié, ze wykres funkcji to sa gory, z ktérych chce-
my jak najszybciej zejs$¢). Startujemy zazwyczaj od losowo wybranego punktu zy (w zwiazku
z tym zazwyczaj losujemy ten punkt wielokrotnie, chyba, ze mamy gwarancj¢, Ze minimum
jest globalne). Stosuje si¢ je migdzy innymi do optymalizacji sieci neuronowych.

Metody polegajace na zastgpowaniu, polegaja na tym, ze zastgpujemy rozwazang funkcja
inna, ktoérej minimum potrafimy znalez¢, a ktéra lokalnie w otoczeniu punktu =, zachowuje si¢
jak rozwazana przez nas (albo przynajmniej ja ogranicza od gory). Pokaze panstwu przyktad
tej metody na podstawie IRLS.

5.2.1 Metody gradientowe

Ponizej naszkicuj¢ podstawowa metode gradientowa (drugie podejscie bedzie doktadnie opisa-
ne w nastepnej sekcji). Przez gradient funkcji f : R” — R nazywamy kierunek najwigkszego
wzrostu, to jest

of af

oxy " Oxp
Gradient zasadniczo zachowuje si¢ tak samo jak pochodna, ale w przeciwienstwie do pochod-
nej jest elementem przestrzeni (natomiast do okre§lenia gradientu musi by¢ w tej przestrzeni
ustalony iloczyn skalarany). Jezeli funkcja w danym punkcie 2o ma ekstremum, to V f(z() = 0
(w szczegdlnosci czgsto szukanie ekstreméw sprowadza si¢ do liczenia gradientu).

Przytocz¢ dla wygody podstawowe wtasnosci gradientu:

V=] " e RP.

e jezeli f(r) = a+ (w,z), to oczywiscie V f(z) = w,
o jezeli f(zo+h) = f(x0) + (w, h) + o(h) 10 V f(z5) = w,
e gradient sumy/réznicy, to suma/réznica gradientow,

e dla funkcji skalarnych f,g: V(f(x)g(z)) = Vf(z) - g(z) + f(x)Vg(x) (analogicznie
dla ilorazu),

o VF(g(x)) = F'g(x)) - Vg(z).
Przyktad 5.1. Policzmy dla przyktadu gradient funkcji ¢ : v — 27 Az = (z, Az):
é(x 4+ h) = (x + h, Az + Ah) = (x, Ax) + (x, Ah) + (h, Az) + o(h)
= o(x) + ((A+ A"z, h) + o(h),

€O oznacza, ze
Vo(z) = Ar + ATz,

Jako wniosek (korzystamy z ostatniego punktu dla g(z) = = — w) dostajemy

Viz —w, A(x —w)) = A(x —w) + AT (x — w).
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Uwaga 5.3. Jezeli chcemy teraz znalez¢ minimum danej funkcji kosztu, to musimy schodzi¢
w ,,dot”, czyli poruszac si¢ przeciwnie do gradientu:

Tyl = T — th(%k),
gdzie h jest male. Przerywamy, albo gdy wzrost, albo gdy spadek jest bardzo maty.

Docelowo znajdziemy punkty x takie, ze V f(z) = 0.

5.2.2 Metoda IRLS=(iterated reweighted least squares)

Wracamy do szukania najlepszego przyblizenia, czyli szukania wielowymiarowej mediany.
Dany zbi6r (2;);—1. y C R? ktéry chcemy zareprezentowaé przez jeden m, aby zminimali-
zowac¢ sumaryczny biad. W naszym przypadku chcemy zminimalizowac

Lim— Y f(les—ml),

gdzie f ustalona funkcja.

Prosze zauwazy¢, ze jezeli w — f(||w||?) jest wypukte (tak bedzie w naszym przypadku),
mamy globalne minimum.

Przypadek f(r) = r juz omawialiSmy, prowadzi do klasycznej metody najmniejszych kwa-

dratéw, gdzie
m=3
i
Analogicznie z wagami w;. Wtedy minimum funkcji
m — Zwlﬂxl —m|?
i
jest przyjmowane w wazonej Sredniej

1

Zi W;

RozwazaliSmy jednowymiarowy przypadek: mediana: f(r) = ./r. Pytanie: jak znalezé
jednowymiarowa mediang w przypadku wielowymiarowym, czyli minimum m — >, ||z; —
m||, a w ogdlnosci

L:m— Zf(Hxi —ml?).

IRLS=Iterated reweighted least squares

Pracuje gdy f jest funkcja wklesta (co zachodzi w przypadku mediany, gdzie f(r) = /7).
Zat6ézmy, ze mamy znalezione w k-tym kroku przyblizenie m; minimum. Chcemy poprawié
my41 zamiast my, by zachodzito

Poniewaz f jest wkleste, w kazdym punkcie

rei= N =
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dziedziny mozemy oszacowaé f z gbry przez funkcj¢ podpierajaca w r; dang wzorem

F) < Fra) + Fr)(r =) = () v+ (F(r) = rif'(r2)) = wir + (F(rs) = rif' (1)),
gdzie waga
wi = f(ri) = f'(llwi — myl?).

Zauwazmy, ze RHS jest funkcja liniowa ktéra zgadza si¢ z f w r;, i ogranicza z géry, co
oznacza, ze

Z flllzs —ml*) < Z /(i) - Ml = ml* + (£ (ri) = raf'(r2))]

= wa |l — m||* + const.
i

W konsekwencji w nastepnej iteracji dostajemy

Mpt1 := ; E wkz,
Jr «— : 7.
Do wk =

Uwaga 5.4. Stosujemy metode najmniejszych kwadratow, ale ze zmieniajacymi si¢ wagami,
ktére zaleza od odleglosci od poprzedniego.

Wréémy do przypadku mediany w R%. Jako m bierzemy Srednia, albo losowo wybrany
element z danych. Majac dane my, powtarzamy procedurg

e wylicz nowe wagi punktow:
1
k

P s — ]

e wylicz nowa Srednia x; ze wzgledu na wagi wf:

Ty — My

Mpa1 = wa mg + — Z
o Zw’“ ’ [l — e

dopoéty ciag my, si¢ nie ustabilizuje, to znaczy my.1 ~ my.

Uwaga 5.5. Zobaczmy, ze

n 1 T; — my
Me41 = Mg Z .
> wf = ||z — my

To oznacza, ze nie ma znaczenia jak daleko jest dany punkt od my, wazny jest tylko kierunek
w ktérym on lezy — jak widzimy, w powyzszym wzorze uSredniamy kierunki do wszystkich
punktéw ze zbioru, a wielko$¢ kroku zalezy od tego jak daleko my lezy od tych elementéw
zbioru.

5.3 Klastrowanie k-means

k-means jest tak naprawd¢ metoda kompresji/wektoryzacji.
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5.3.1 Zafiksowane centra vy, ..., v;

Problem 5.2. Postawienie problemu: Mamy dany zestaw mozliwych punktow ktorych uZywamy
do dyskretyzacji (kompresji) V = {vy, ..., v} C RN,
Chcemy znaleZé, dla zestawu danych X C RY, przyporzadkowanie punktom indeksu

Xoz—jx) ed{l,...,k}
tak by zminimalizowac catkowity (kwadratowy) btad popetniony przy dyskretyzacji
SE(X,5) = Y ll#i — vy I
Widac, ze wystarczy nam si¢ zaja¢ tym, ktorym punktem ze zbioru V' nalezy przyblizy¢ x,
aby btad byl mozliwie najmniejszy:

j(x) = argmin ||z — v;|.

5.3.2 Zafiksowana funkcja indeksujaca j : X — {1,... k}

Problem 5.3. Postawienie problemu: Mamy danq funkcje indeksujacq j. Chcemy znaleZ¢é, dla
zestawu danych X C RY, zestaw mozliwych punktow ktérych uzywamy do dyskretyzacji (kom-
presji) V = {vy, ..., v} C RY tak by zminimalizowa¢ catkowity (kwadratowy) btad popetnio-
ny przy dyskretyzacji

SE(X,V) = |lzi — vj)lI*

Pytamy sig, jak przy zafiksowanej funkcji indeksujacej, dobra¢ centra vy, . . . , vy aby nasta-
pita minimalizacja funkcji kosztu (ktéra w naszym przypadku oznacza btad przyblizenia).

Niech X; oznacza podzbiér X sktadajacy si¢ z punktéw ktére maja indeks [ (czyli wszystkie
te punkty beda przyblizane za pomoca jednej wartosci):

X ={re X :jx) =1}
I teraz interesuje nas, by znalez¢ taki punkt v;, ktéry by minimalizowat

vy = argmin SE(X, v).

Ale my juz wiemy jakie jest rozwiazanie! Po prostu

v; = meanX;.

5.3.3 Ogolny problem

Natomiast wyobrazmy sobie, ze mozemy dobra¢ V' majace k punktéw dowolnie. Prowadzi nas
to do

Problem 5.4. Chcemy znalezé, dla zestawu danych X C RY, zestaw mozliwych punktéw kto-
rych uzywamy do dyskretyzacji (kompresji) V = {v1, ..., v} C RY oraz funkcje indeksujacq
7 tak by zminimalizowa¢ catkowity (kwadratowy) btad popetniony przy dyskretyzacji

SE(X,5,V) = 7 — vjay|I”
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Okazuje sig, ze powyzszy problem nie daje si¢ efektywnie rozwigza¢ (w informatyce mo-
wi sig, ze jest NP-trudny). Znajduje si¢ wigc lokalne minima tego problemu. Idea polega na
szukaniu miniméw lokalnych funkcji dwéch zmiennych:

IDEA. Zat6zmy, ze mamy skomplikowana funkcj¢ s(x,y) dwéch zmiennych x i y, kt6-
rej chcemy znaleZz¢ minimum. A przy tym, majac zafiksowane Z potrafimy znaleZ¢ minimum
y — s(T,y), oraz majac zafiksowane ¢ potrafimy znalezc minimum = — s(x, 7). Wtedy jedna
z metod minimalizacji, bedzie polegata, na szukaniu tego minimum poruszajac si¢ naprzemien-
nie wzdtuz wspoétrzednych x 1 y:

1. Fiksujemy na poczatek dowolny warunek poczatkowy z dla x
2. ktadziemy i = 0, xg = 7, yo = argmin,, s(zo, y).
3. Definiujemy

x;11 = argmin s(z, y;) oraz y; 11 = argmin s(z;41,y)
x x

4. wracamy do punktu 3, o ile spadta nam istotnie warto$¢ f(x;,1,y;11) W stosunku do
f(x;,y;), w przeciwnym razie wychodzimy z petli.

Sa metody ktére szukaja lokalnego rozwiazania k-means.
Metoda Lloyda:

1. poczatkowo (ktadziemy [ = 0) jako V! = {v},... v!} wybieramy losowe/dowolne ele-
menty zbioru X;

2. dokonujemy dyskretyzacji X za pomoca V!, wtedy X rozdziela si¢ nam na podzbiory

l e e . . . 2, . 2, . PR 1.
X punktow ktore beda zastapione (inaczej mowiac ktorym najblizej do) przez vj;

3. zauwazmy, ze z tego co pokazaliSmy wczesniej, blad kwadratowy zmiejeszymy, jeze-
li zamiast dyskretyzacji X jl przez vé- zastapimy go przez jego Srednia, czyli ktadziemy

I+1 _ )5 /L 4] I+17.
v = E(X) iV ={v", T

4. zwigkszamy [ o jeden, i o ile zmienito si¢ cho¢ jedno v; (w stosunku do poprzedniego
kroku), skaczemy do punktu 2, w przeciwnym razie koiiczymy procedureg.

Wida¢, ze powyzsza procedura za kazdym krokiem w sposéb gwarantowany minimalizuje nam
btad kwadratowy. Nie mamy oczywiscie natomiast zadnej gwarancji, ze znajdziemy w ten spo-
sob globalne minimum (aby zwigkszy¢ szanse by tak bylo, zazwyczaj startuje si¢ wielokrotnie
wybierajac rézne punkty poczatkowe na start).

Inicjalizacja poczatkowych punktéw:

e zupelnie losowo wybrane punkty z danych
e wybieramy jeden, potem nastgpny jak najdalej, itd

e k-means++ najpierw jeden, potem nastgpny zgodnie z rozktadem prawdopodobieristwa
proporcjonalnym do kwadratu odlegtosci

k-means++ algorytm:

1. Choose one center uniformly at random from among the data points. For each data point
x, compute D(x), the distance between x and the nearest center that has already been
chosen.
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2. Choose one new data point at random as a new center, using a weighted probability
distribution where a point  is chosen with probability proportional to D?(z).

3. Repeat Steps 2 and 3 until k centers have been chosen.
Now that the initial centers have been chosen, proceed using standard k-means clustering.
Zadanie 5.2. Napisac k-means korzystajqcy z metody Lloyda.

Potencjalnie wazne inne podej$cie — Hartigana (jezeli da si¢ zastosowac, to jest szybsze i
lepsze, znajduje lepsze optima). Zamiast modyfikowaé klastry, iteruje po kolejnych punktach
(inicjalizacja kazdy punkt poczatkowo wrzucamy do losowego klastra):

1. w kazdym punkcie mamy ,,wajche¢” ktéra potencjalnie przetaczamy wtedy gdy po suma-
ryczna funkcja kosztu (w naszym przypadku suma kwadratéw) si¢ zmniejszy

2. musimy umie€ szybko przeliczac jak si¢ zmieni catoSciowy koszt po dotaczeniu/odlaczeniu
jednego punktu

5.3.4 Diagram Voronoi

Chcemy patrze¢, gdzie wpadnie nowy punkt — podzial przestrzeni.
OczywiScie tym ktére minimalizuje odlegtos$¢ od x, czyli ktadziemy

j(w) = argmin [l — v,]].
JE{1 0k}

Czyli inaczej méwiac, przyblizamy x najblizszym elementem ze zbioru V. Powyzsze oznacza,
na podstawie wczesniejszych wyliczen, ze ptaszczyzna (przestrzen) rozbija si¢ na wielokaty
(wieloSciany), reprezentujace zbiory punktéw dla ktérych dany element v € V' jest najblizszy
— to jest tak zwany diagram Voronoi. Wynika to z nastgpujacej obserwacji:

Nastepne wazne twierdzenie, bedzie dotyczyto obserwacji ktére punkty sa blizej wybranym
punktom.

Obserwacja 5.1. Rozpatrzmy punkty v, w € RY. Wtedy zbiér punktow na ptaszczyznie réwno
odlegtych od v i w to jest doktadnie hiperptaszczyzna przechodzqca przez (v + w)/2 i prosto-
padta do wektora w — v.

Co wigcej
e punkt x jest blizej w o ile (x — “5% w — v) > 0;
o punkt x jest blizej v o ile (x — *5% w — v) < 0.

Dowéd. Mamy

{reRN |z —w| <|lz—v|} ={z: (z —w, 2 —w) < {x—v,z—0)}
= {0 (m,2) — 2z, w) + (w,0) < {z,) — 2(z,0) + (v, 0)}

={z: 2(x,w —v) > (w,w) — (v,v)} = {x: 2<xw v) > (w+v,w—v)}
={z:(r,w—v) > w—-v)}={r:(r - w—wv) >0}

Dla réwnosci oczywiScie analogicznie dostajemy

{zeRY lz—w| =llz—vll} ={z: (z -2 w-0v) =0} = {z: (s - *3*) L (w—v)},

co opisuje zadang hiperptaszczyzng. O]
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Czyli (na ptaszczyznie) diagram Voronoi dla dwoch punktow to dwie polptaszczyzny od-
dzielone prosta rozdzielajaca. Diagram Voronoi dla wigkszej ilosci punktéw mozna zbudowac
przecinajac odpowiednio te péiptaszczyzny, czyli dostajemy wielokaty wypukle: Diagram Vo-
ronoi mozna zobaczy¢ w: http://alexbeutel.com/webgl/voronoi.html

5.4 Podejscie Hartigana

W takim razie zajmijmy si¢ podejSciem Hartigana. Idea: w kazdym punkcie mamy ,,dZwigni¢”
ktéra przelaczamy przynalezno$¢ punktu, i to pozwala nam sprawdzi¢ gdzie si¢ optaca prze-
faczy¢, by maksymalnie obnizy¢ btad (co§ w rodzaju przewidywania przysziosci). Udaje si¢
zastosowac jedynie w tej sytuacji, gdy tatwo jest dokona¢ update’u energii, to znaczy potrafi-
my wyliczy¢ dla X U {z}i X \ {z}.

Przypominam oznaczenia, SE(X, v) to blad wynikajacy z zastapienia wszystkich punktéw
ze zbioru X przez punkt v, a SE(X) to najmniejszy mozliwy btad realizowany przez zastapie-
nie wszystkich elementéw z X przez Sredniag mean X (dla prostoty oznaczam przez mx):

SE(X,v) = |lz; — v||* oraz SE(X) = SE(X, my).

Przez | X| oznaczam liczno$¢ zbioru X.
Obserwacja 5.2. Wlasnosc:
SE(X,v) = SE(X) + [X] - [[v — mx],

wynika z bezpoSredniego rozpisania wzorow:

X,v) = [lzi —v|? :Z i, ;) — 2( Zmz, ) + | X (v, v)

=Y (wi, ) = 2| X |(my, 0) + [ X (0, 0),
a podstawiajqc w powyzszym v = myx dostajemy

SE(X) = (zi,2;) — | X[{mx, mx).
Po odjeciu otrzymujemy to co chcielismy.

Obserwacja 5.3.

| X[ Xo|

E(X,UX,) =SE(X E(X _ — 2,
S ( 1y 2) S ( 1)+S ( 2)+‘X1‘—|—‘X2‘HmX1 mXQH

Dowod. Dowdd wynika bezposrednio z poprzedniej obserwacji oraz z faktu, ze

| X, | — | Xo|
X0+ X

leLJXz - ’mX27

[ Xa| + [ X2
CO oznacza, ze

SE(Xl U X27 mX1UX2) = SE(Xla mX1UX2) + SE(X27 mX1UX2)
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= SE(X1) + | X1| - [mx,ux, — mx, ||? + SE(X2) + | Xo| - |mx,ux, — mx, |

= SE(X1) + SE(Xy) + 1Xa| - (22l )2 I, — mux, |2 + |Xa] - (el lma, — mix, |1

= SE(X)) + SE(X) + {£H I, — mo I,

Bezposrednio z powyzszej obserwacji dostajemy:

Obserwacja 5.4. 1. Mamy

|.X| 9 | X 1
SE(X U{x}) =SE(X) + r—mx||*, mxuy = ——mx + x,
(X U{a}) = SECX) + gl = mal . maoie) = Ty + Ty
2. Oraz
| X | 9 | X | 1

Whniosek 5.2. Jezeli mamy klastry X; i X, oraz punkt v € X, to bedzie si¢ nam optacato go
przetaczyc do j wtw gdy:

SE(X; \ {z}) + SE(X; U{z}) < SE(X;) + SE(X),

czyli na podstawie powyzszego gdy:

| Xl 9 1 X 9
— r—m;||”+ ————|lz — m;||* <0,
czyli gdy
X ] | Xi]

2
—_ — ||l — my||”. 53

Prosze zobaczyd, ze to jest troche zblizone do diagramu Voronoi, ale mamy nieliniowq bariere
decyzyjng.

Algorytm Hartigana dla k-means.
Na wejsciu:

e dane X = (2;)j=1., CRY
e poczatkowa przynalezno$é do klastrao : X — {1,... k}

Wyznaczamy S$rednie tych klastréw i ich licznoéci: s; = 0 € RV, N; =0 € Ndlai = 1..%.
For [ = 1..n do s;(y=x1, Noqy*. Po przejsciu ktadziemy

Z kazdym klastrem wigzemy jego Srednia oraz liczno$¢, chodzimy kolejno (wielokrotnie)
po wszystkich punktach zbioru az do uzyskania stabilizacji, zmieniamy przynalezno$¢ gdy
zajdzie (5.3), i wtedy updatujemy odpowiednio Srednie i licznosci klastrow.
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5.5 PCA

Niech X = (z;) bedzie podzbiorem R”. Chcemy znalez¢ podprzestrzen (afiniczna badz linio-
wa) danego wymiaru d < D ktdra najlepiej przybliza nam nasze dane.

Idea problemu pochodzi od kompresji — tak jak w k-means zastgpowaliSmy dane przez
k-punktow, tak tutaj zmniejszamy ilo$§¢ parametréw potrzebnych do opisu danych — stopier
kompresji 7 (compression rate) bedzie wynosit D /d.

Dygresja 5.2. Zatozmy, ze ktos nam podat tq przestrzen V., i chcemy dokonac¢ kompresji punktu
x. W praktyce to co robimy, to zastepujemy punkt x przez punkt pyx, ktory oznacza punkt
najblizszy do x lezqcy w V. Wtedy kwadratowy btqd to

P(2,V) = |l — pyal’ = mf{le — y|* s y € V}.

Na szczescie jawny wzor na pyx mozemy uzyskac przez rzutowanie ortogonalne. Jak mamy
podprzestrzeni liniowq V' o bazie ortonormalnej [v1, . . ., vy, to rzut ortogonalny jest dany przez

Py = Z(vi,@vi.

i

Jezeli afiniczna, i & € V i vy, ..., v4] to baza ortonormalna V- — Z, to
r— T+ Z(v, T; — T)v;.
i

Blqd tak zdefiniowanej kompresji to ||x — py x|

Aby okresli¢ co rozumiemy przez ,,najlepiej przybliza” potrzebujemy definicji: przez kwa-
dratowy biqd (squarred error) popetniony przy zastapieniu X przez optymalne elementy z po-
pdrzestrzeni V' C R? rozumiem

P(X;V) =)l — pya| .

Zat6zmy, ze mamy ustalona podprzestrzen liniowa V' ktdra nas interesuje do tworzenia
kompresji. Pierwsze pytanie ktérym si¢ zajmiemy, to jakiej translacji v nalezatoby dokonac¢ na
V', aby zminimalizowaé btad kompresji przy przyblizeniu X za pomoca v + V' (wtedy pytamy
si¢ o podprzestrzen afiniczng). Jak zobaczymy, optymalny wynik jest wtedy gdy przesuniemy
nasza podprzestrzen V' tak by przechodzita przez Srodek X:

v = meanX.

Obserwacja 5.5. Niech bedzie dana podprzestrzeri wektorowa V przestrzeni RP. Wtedy

(X, 0+ V) = d(pye(X),py2(v)) = Z Iy (5) = v (0)]*. (5.4)

i w konsekwencji wartos¢ ta jest minimalizowana gdy v = meanX (srodek cigzkosci x).
Dowdd. Oczywiscie wystarczy pokazaé to teze dla pojedynczego € RY. Czyli, ze
d*(z — v V) = [lpye (@ —v)ll,

ale to wynika z informacji dotyczacych przestrzeni Hilberta.

Skoro tak, to chcemy znalez¢ punkt w przestrzeni V- kt6ry najlepiej przybliza py . (x), ale
na podstawie obserwacji zrobionych dla k-means, to jest Srodek cigzkosci, czyli Epy 1 (x) =
pv1(Ex), z liniowosci. O
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Zadanie 5.3. Prosze znalezé d?(x; V) dlax = [1,2,3;3,2,1, V = {[z1, 22)T CR? : 21 +15 =
0}.

Zazwyczaj w zwiazku z powyzszym przesuwamy (ustawiamy) srodek uktadu wspétrzed-
nych w §rodku cigzkosci (czyli po przesunigciu mamy Ex = 0). I teraz pytamy si¢ o to w jaki
sposob dobraé podprzestrzen liniowa, by byta najlepsza doktadnos$¢ aproksymac;ji?

5.6 Dowod minimalizacji

Aby to rozstrzygna¢ zaczniemy od policzenia odlegtosci od podprzestrzeni: mamy dang baze

vl, ..., v" przestrzeni V. Interesuje nas warto$¢

K K
P V) =3 = P2 = 3 12 — | P
=1 =1

Czyli aby zminimalizowaé d?(x; V) wystarczy zmaksymalizowa¢ S5 || Pyx‘||>. W tym celu
przyda si¢ nam nastgpujacy wzor:

Lemat 5.2. Niech V podprzestrzer o bazie ortonormalnej v = [vt,. .. v*]. Wtedy

K
> Pyl = tr(v" ),
i=1

gdzie ¥, = xx.

Dowod. Poniewaz dla x € X mamy

k

1Pval® = (z,0)* = (va) - (2'v;) =

i=1 i
Z vi(za v, = tr(v'za'v).
i

Poniewaz xx’' = ), xixi" dostajemy teze lematu. O

Uwaga 5.6. Zauwazmy, ze jezeli dokonaliSmy przesunig¢cia Srodka uktadu do srodka cigzkosci
danych (dane traktujemy jako zbior punktow, a nie jako ciag), to wtedy £x = 0, czyli

1
EZX = E(xx') — E(x)E(X') = cov(x),
gdzie cov(x) to macierz kowariancji danych x o wyrazach cov(x;, x;) (gdzie przypominam, ze
indeks u dotu to branie odpowiedniej wspoétrzednej).

Uwaga 5.7 (interpretacja geometryczna >.y). Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢ kierunek najbar-
dziej reprezentatywny dla zestawu danych.

Wezmy jeden punkt z € RY i rozpatrzmy (y, ) (prosze narysowaé poziomice). Oczywi-
Scie, najwigksze (przy danej normie) jest w z, ale najmniejsze w —x. Poniewaz interesuje nas
prosta przechodzaca przez zaréwno x jak i —x, jezeli wezmiemy (y, z)? dostaniemy forme
kwadratowa, dla ktorej kierunek najwigkszego wzrostu bedzie doktadnie wyznaczat zar6wno
x jaki —z.
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Dla danych x po prostu sumujemy te funkcje kwadratowe, dostajac:
RY 5y — Y (y,x)%
i po przeliczeniu dostajemy, ze powyzsze odwzorowanie dane jest wzorem

Y — y'E.

W konsekwencji nasza intuicja jest taka, by wybra¢ w formie kwadratowej zdefiniowanej przez
Y kierunek najwigkszego wzrostu, i to bedzie najlepsze przyblizenie. Pokazemy, ze tak jest.

Poniewaz jak latwo zauwazy¢ macierz >, jest macierza symetryczna, przydadza nam sig¢
podstawowe informacje na temat macierzy symetrycznych:

e macierz symetryczna ma rzeczywiste wartoSci wlasne;
e mozna znalez¢ bazg ortonormalng sktadajaca si¢ z wektorow witasnych;

e jezeli macierz symetryczna A jest nieujemnie okreslona, to znaczy y — 3’ Ay jest nie-
ujemna, to wartosci wtasne A sa nieujemne.

Teraz jesteSmy juz w stanie sformutowaé gtéwne twierdzenie obecnej sekcji.

Twierdzenie 5.2. Rozpatrzmy wszystkie K-wymiarowe podprzestrzenie V' o bazie ortonormal-
nej v. Wtedy wartos¢
tr(v'3v)

Jjest maksymalna, gdy v to pierwsze K-elementow bazy ortonormalnej sktadajqcej sie z wekto-
row wtasnych macierzy Y. ustawionych malejaco po wartosciach wtasnych.

WhniosKki:

e dostajemy transformatg PCA (Karhunen-Loeve): najpierw zmiana Srodka cigzkoSci, na-
stepnie wybor bazy ortonormalnej dla macierzy >, (w scilabie patrz komenda spec,
ustawia o ile pamigtam po wartoSciach wtasnych rosnaco, czyli jezeli chcemy wziaé
Karhunen-Loeve Transform, to musimy brac¢ ostatnie K wektoréw z bazy);

e prosz¢ zauwazy(C, ze poniewaz nasza baza diagonalizuje Xy, to po transformacie wspot-
rzgdne przestaja by¢ skorelowane.

Dowdd za PCA Jolliffe:
A macierz sktadajaca si¢ z orotonormalnych wektoréw wtasnych, A’> A = A.
wspolrzedne w tej bazie ortonormalnej to A’

Lemat 5.3. Dla kazdej liczby catkowitej q,1 < q < p, rozwazmy ortonormalng transformacje
liniowq
y= Bz

where y is a g-element vector, and B' is a (q X p) matrix, and let 3, = B'Y. B be the variance-
covariance matrix for y. Then the trace of ¥,, denoted by tr(%,), is maximized by taking
B = A,, where A, consistis of the first q columns of A.
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Dowdd. Let (. be the k-th column of B, as the columns of A form a basis for p-dimensional

space, we have
P

ﬁk:ZCjkaj,k:l,Q,...,q,

j=1
where ¢, = 1,2,...,pk = 1,2,..., q are appropriately defined constants. Thus B = AC,
where C'is the (p X ¢) matrix with (7, k)the element c;;, and

p
B'SB = C'A'LAC = C'AC =) Njgc,
j=1

where ¢/ is the jth row of C'. Therefore

tr(B'YB) = Z Ajtre;cy = Z Ajtrcie; =
J J

> Nich (5.5)
gk

Now
C=ABsoC'C=BAAB=BB=1,

because A is orthogonal and the columns of B are orthonormal. Hence
2 _
Z Cik =4 (5.6)
j.k

and the columns of C are also orthonormal. The matrix C' can be thought of the first a columns
of a (p x p) orthogonal matrix D, say. But the rows of D are orthonormal and so satisfy
did; = 1,7 = 1,...,p. As the rows of C' consist of the first ¢ elements of the rows of D, it
follows that cc; < 1j=1,...,p, thatis

q
d o<1 (5.7)
k=1

Now Y/, ¢, is the coefficient of \; in (5.3)), the sum of these coefficients is ¢ from (5.6) and
none of the coefficients can exceed 1, from (5.7). Because Ay > Ay > ... > A, itis fairly clear

that b 4
Z(Z C?k))‘j

j=1 k=1

will be maximized if we can find a set of c;;, for which

g 1,j=1.
Y= { S (5.8)

0,j=¢+1.p
k=1
Butif B’ = A; then

Lj=1<j=k<g
Cjk: =
0, elsewhere.

which satisfies (5.8)). Thus tr(%,) achievies ist maximum value when B’ = A7, O
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Rozdzial 6

Kompresja bezstratna

6.1 Entropia

6.1.1 Nierownosc¢ Krafta

Bedziemy korzystac z ksiazki [?, Rozdziat V] oraz [?, Rozdziat 4].

Mamy alfabet zrédtowy S (0 mocy m) i alfabet kodowy A = {a4,...,a,}. W praktyce
alfabetem kodowym jest {0, 1}.

Chcemy przestac tekst napisany w alfabecie Zrédtowym, ale nasz kanat informacyjny po-
zwala na przesytanie tylko A. Czyli chcemy kazdy element z .S wyrazi¢ za pomocg stow z A*
(niepuste stowa o skorniczonej dlugosci).

Definicja 6.1. Przez funkcj¢ kodujaca (kodowanie) rozumiem dowolng funkcje ¢ : S — A*.

Kodowanie nazywamy nieosobliwym jezeli jest iniektywne, to znaczy jezeli dwa rézne ele-
menty kodowane sa r6znymi kodami (stowamu). Jezeli mamy wiele, to wtedy oddzielamy zna-
kiem specjalnym (zazwyczaj przecinkiem, spacja badz srednikiem). Ale to nie jest wygodne,
bo musimy uzywa¢ dodatkowego symbolu, ktéry nie mozemy uzywaé do kodowania (w kon-
sekwencji mozemy mniej zakodowac).

Definicja 6.2. Rozszerzenie kodu to odwzorowanie ¢ : S* — A* dane wzorem

p(s182...sk) == @(s1)p(s2) . p(sk).

Kodowanie (kod) jest jednoznacznie dekodowalne jezeli jego rozszerzenie jest nieosobliwe.
Innymi stowy, kodowanie jest nieosobliwe, jezeli majac stowo w = wyw, . .. wg (gdzie w; to
stowa kodowe) mozemy jednoznacznie odzyskac jego rozktad na wy; wo; . . . ; wg.

Waznym typem koddéw sa kody przedrostkowe - prefiksowe (z ang. prefix), to jest takie,
ze zadne ze stéw kodujacych nie jest przedrostkiem nast@pnegoﬂ Latwo zauwazy¢, ze kod
przedrostkowy jest jednoznacznie dekodowalny.

Pytanie, jezeli mamy dany alfabet, i chcemy zrealizowa¢ kod o zadanej dtugosci - kiedy
nam si¢ uda?

Twierdzenie 6.1 (Nier6wnos¢ Krafta). Alfabet Zrodtowy S o m elementach, da si¢ zakodowac
stowami prefiksowymi z alfabetu kodowego A o d-elementach o dlugosciachly, . . ., 1, wiw. gdy

i d7b < 1.
=1

'najwygodniejsze w uzyciu, bo nie musimy bada¢ do kofica, aby rozpoznaé

36



Dowod. Za[?, strona 75]. Mamy dane liczby [; spetniajace nieréwnos¢ Krafta, i chcemy skon-
struowac kod przedrostkowy.
Dlaw € A* il > length(w) niech

A(w, 1) = {v € A" : w jest prefiksem v} = {wu : u € Al7leneth(w)]

Wtedy |A(w,1)| = d'~'*"eh(®) Oczywiscie, jezeli wy, w, nie sa prefiksami jeden drugiego, to
A(wn, 1) i A(ws, 1) sa roztaczne.

Bez straty ogdlnosci zaktadamy, ze 1 < [; < ... < [,,,. Skonstruujemy wy, ..., w,, € A*
takie, ze zaden w; nie jest prefiksem drugiego. Niech w; bedzie dowolnie wybranym elementem
Al Postgpujemy indukcyjnie: zaktadamy, ze mamy zbudowane wy, . . . , wy, takie, ze zadne nie
jest prefiksem drugiego. Pytamy sie, czy istnieje w;,; € Al¥+! takie, ze zadne z wy, . . . , wy, nie
jest jego prefiksem. Oczywiscie takie wy, 1 istnieje wtw gdy

k
Al \ | A(ws, ligr) # 0.

i=1
Z uwagi u gory (i faktu, ze sa parami rozlaczne) dostajemy

k k

Al = 37 1A, )

=1 =1

k k m
_ Z dlk+1_length(wi) — dlk+1 Zd—li < dlk+1 Z d_li < dlk+1 — |Alk+1|.

Czyli ten zbidr jest niepusty, i w konsekwencji znajdziemy szukany kod.

Z drugiej strony, jezeli mamy kod prefiksowy wy, ..., w,, z dlugo$ciami [, . .., [,,, to
m—1
wy € A\ | A(w;, L),
j=1
czyli

1< |A| — Z\A Wy, b)) = d™ — dlmZd L
i w konsekwencji

Xm: d—lj — d_%n(dlm zm: d_l]
j=1 Jj=1

m—1
1 lm —1; 1 Im
= -(1+d §‘ d7) < Z-dm = 1.
p=

]

Zadanie 6.1. Majqc dane przyktadowe [y, . . ., l,, spetniajqce nierownos¢ Krafta, prosze skon-
struowac kod prefiksowy o tych dtugosciach.

Twierdzenie 6.2. Nierownos¢ Krafta zachodzi dla dowolnych kodow jednoznacznie dekodo-
walnych.
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W konsekwencji mozemy si¢ zredukowac to uzywania kodoéw przedrostkowych.

Dowdd (na wyktadzie nie byto i nie obowiqzuje). Podobnie jak poprzednio stowo w; ma dtu-
gos¢ [;. Rozwazamy zdania o coraz wigkszej potencjalnej dlugosci (precyzyjnie méwiac pa-
trzymy na zdania sktadajace si¢ z k stow kodujacych dla coraz wigkszej ilosci k).

Z zatozenia o jednoznacznej dekodowalno$ci dostajemy, ze

(i1, yin) 7 (1), oo 1) = Wy, .. owy, # Wy .. Wi

To oznacza, ze dla dowolnego naturalnego r funkcja
k
{(i)j=rn C{L...,om¥* [k €N ly=7}3 (in,.. . i) = wyy .. w;, € AT

jest iniektywna (przypominam, ze A" to zdania dtugosci r). Niech h(r) oznacza ile razy r
wyraza si¢ w postaci sumy /;, + ... + [;, . Poniewaz wielko$¢ dziedziny jest h(r) i obrazu A"
jest d", dostajemy, ze

klmax

= Z ce Z d— Wiy tetliy) — Z d” ,
i1 i

gdzie jak przypominam h(r) oznacza ile razy r wyraza si¢ w postaci sumy l;, + ...+, , @ lmax
to dtugos¢ najdtuzszego stowa. W konsekwencji

m kl kl
max h max
dh)k = < 1= Klyax.
Biorac pierwiastek k-tego stopnia dostajemy oszacowanie w granicy przez 1. U

6.1.2 Warto$¢ oczekiwana dhugoSci stowa — definicja entropii

Zat6zmy, ze mamy rozktad prawdopodobieristwa na S = {s1, ..., s, }, czyli litera s; pojawia
sig z prawdopodobienstwem p; = p(s;) (zaktadamy dodatkowo, ze Zrédto ma brak pamigci, to
znaczy, Ze to co pojawi si¢ nastgpne nie zalezy od tego co pojawito si¢ poprzednio).

Chcemy kodowaé zuzywajac statystycznie/Srednio minimalng ilo$¢ pamigci. Zatézmy, ze
mamy dany alfabet kodujacy A = {0,1} (czyli d = 2) i jednoznacznie dekodowalng funkcje
kodujaca ¢ : S — A* (przyjmujemy [; = lengthy(s;)).

Wartos$¢ oczekiwana dlugosci stowa kodujacego jest oczywiscie dana wzorem

L = E(length(y)) := Zp( - length(p sz -

seS

Pytanie jak dobra¢ wartosci /; by minimalizowa¢ warto$¢ oczekiwang ilosci pamigci. Poniewaz
na podstawie nieréwno$ci Krafta wiemy jakie dtugosci sa dopuszczalne, dostajemy problem

minimalizacji
L ll7 s 7 sz )
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przy warunku
d othi<

Zapominamy o tym, ze s3 calkowite (dostaniemy przyblizenie), i wtedy mozemy zwigkszyC L
zaktadajac rownos¢. OtrzymaliSmy wigc nastgpujacy problem:

Problem 6.1. ZnaleZé minimum
L(ry,...,rm) = Zpin

przy warunku Y, 27" = 1.

Dowod. Rozwiazanie: wykorzystamy metod¢ mnoznikéw Lagrange’a:
J<T17"'>7'n7 szrl—i_)\zz -1 )

Roézniczkujac dostajemy
oJ

a’l“i

=p;, — 27" In2,
i przyréwnujac do zera dostajemy
27" =p;/(AIn2).

Podstawiajac do warunku na A, dostajemy A = 1/1n 2, czyli

pi = 27”7
dajac optymalne kody dla 7; = — log, p; 1 warto$¢ oczekiwana dtugosci stowa kodujacego
me’ = - Zpi log, pi-
Mozna pokazad, ze to jest minimum globalne [

OczywiScie, dla nas kluczowa jest sytuacja, gdy alfabet kodowy sktada si¢ z dwéch liter
,»07 1,17, 1 w konsekwencji dostajemy definicj¢ entropii:

Definicja 6.3 (Definicja Entropii Shannona). Niech X = {z;} bedzie dyskretna przestrzenia
probabilistyczna, gdzie prawdopodobieristwo wylosowania punktu x; wynosi p;. Wtedy h(X),
entropia X, wyraza si¢ wzorem

= pi-—log,pi.

Mozna tatwo pokazaé, ze jezeli mamy n elementéw mozliwych do wylosowania, to entro-
pia szacuje si¢ przez log, n.
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6.1.3 Kodowanie, entropia i tw. McMillana

Kodowanie Shannona polega na zaokragleniu w gére optymalnych wartosci z; za pomoca wzo-
ru

Korzystajac z Tw. Krafta mozemy teraz zbudowac kod prefiksowy ktéry realizuje te dtugosci
(nazwiemy go kodowaniem Shannona). Wtedy mamy

h((pi)i) = Z —pilogy p; = ZPJL’@ < Zpili

< Zpi [2i] < sz'(xi +1) = h((pi)i) + 1.

Widzimy wiec, ze warto$¢ oczekiwania dlugosci stowa ) . p;l; przy kodowaniu Shannona nie
przekracza wartoSci entropii plus jeden.

Przyda si¢ nam pojecie iloczynu kartezjaniskiego dwdch przestrzeni probabilistycznych.
Zaktadamy, ze mamy dwie dyskretne przestrzenie probabilistyczne X = {x;}, p; oraz Y =
{y;}, ¢;. Definiujemy rozktad prawdopodobieristwa na iloczynie kartezjariskim X x Y wzorem

(@i, ) = pij =i+ -

W kategorii zmiennych losowych to jest rtOwnowazne stwierdzeniu, ze X i Y sa niezalezne.
Przyjmujemy oznaczenie: sh(z) = x - — log, x.

Obserwacja 6.1. Mamy
X xXY)=h(X)+h(Y).

Dowdéd. Mamy

Zsh(l’i Yi) = Zmz Zsh(yj) + Zsh(xi) . Zyﬂ

Rozumujac przez indukcje, otrzymujemy, ze
Xy x...x X,)=h(X1)+ ...+ h(X,).

Whiosek 6.1 (Shannon noiseless coding theorem). Niech bedzie dane Zrodto bez pamigci. Mo-
zemy dowolnie blisko zblizy¢ sig do entropii przy pomocy kodowania.

Dowdd. Zamiast kodowac litery z alfabetu S, bedziemy kodowac stowa n-elementowe, czyli
elementy S X ... X S (naszym nowym alfabetem Zrédtowym staja si¢ stowa o dlugosci n z
alfabetu S). Entropia ~(S™) na podstawie wczesniejszych wzor6w wyraza si¢ przez

h(S™) = nh(S).

Teraz na podstawie wcze$niejszych uwag mozemy znaleZ¢ kodowanie, dla ktérego oczekiwana
wartos$¢ dhugosci kodu nie przekracza nh(S) + 1. W konsekwencji, kodujac dtuzsze ciagi liter,
statystycznie na jeden element z S bedziemy potrzebowali (nh(S) + 1)/n (bo kodujemy stowa
dtugosci n). Czyli biorac n odpowiednio duze mozemy zblizy¢ si¢ do granicy h(S) dowolnie
blisko. O]
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6.1.4 Entropia krzyzowa i dywergencja Kullbacka-Leiblera

Teraz przejdziemy do jednej z wazniejszych modyfikacji entropii. Idea polega na dokonywaniu
kompresji danej zmiennej losowej przy pomocy kodu dopasowanego do drugie;j.

Zat6zmy, ze mamy zmienng losowa Y (rozktad ¢;), i kod dopasowany do rozktadu X (p;).
Wtedy przez entropi¢ krzyzowa rozumiemy

H*(Y]X) = Z%‘ - (= logy pi)-

Zat6zmy, ze chcielibySmy zobaczy¢ jaka jest réznica migdzy kodowaniem za pomoca kodu
dopasowanego do X, a optymalnym:

H*(Y|[X) = H(Y) = Z ¢i10g(¢i/pi).

Ta réznicg oznaczamy D (Y ||X) i nazywamy réznica Kullbacka-Leiblera (spotyka si¢ takze
inne nazwy, typu entropia relatywna).
Zat6zmy teraz, ze mamy rodzing gestosci kodujacych F i chcemy z nich wybraé najlepsze:

H*(Y||F) :=1inf H*(Y||f).
Wtedy mozemy to zapisa¢ rGwnowaznie:

H*(Y|IF) = inf 3 ;- (~log, fi). (6.1)

Interpretacja: estymacja Metoda Najwigkszej Wiarygodnosci.

Uwaga 6.1. Zalézmy, ze wylosowaliSmy (mamy dane) punkty ;. Metoda najwigkszej wiary-
godnosci polega na szukaniu sposrod rodziny rozktadow F (zdefiniowanych na y;) tego ktory
najlepiej ,,przybliza” dane (czyli takiego, ze prawdopodobienstwo wylosowania ciagu y jest

maksymalne). Przy ustalonym f € F prawdopodobienstwo wylosowania ciagu (y1,. .., Yn)
wynosi fi - ... f,. W konsekwencji szukamy f ktére realizuje

sup f1 ...« fa.

feF

Rozpatrzmy teraz analogiczna sytuacje¢, gdy y; wylosowaliSmy k; razy (poniewaz dtugos¢
ciagu y wynosi n, wtedy czgsto$¢ pojawienia si¢ wynosi ¢; = k;/n). Wtedy szukamy takiego
f € F ktore realizuje

k kn
sup fi't .o far
feF

To jest rownowazne szukaniu f € F ktére realizuje

sup ky log, f1 + ... + ky log, fr, = nsup Z qi log, fi.
fer feF =

Ale to jest doktadnie to samo co wyprowadzone wczesniej we wzorze (6.1)). Jak widzimy, szu-
kanie optymalnej gestosci kodujacej prowadzi do tych samych wynikéw co estymacja metoda
najwigkszej wiarygodnosci.
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6.2 Entropia rézniczkowa

Powstaje naturalne pytanie, jak nalezy postgpowacé w sytuacji gdy rozpatrywane zmienne po-
siadaja ciagly rozktad? To si¢ zdarza przy zapisywaniu dZwigku (ogélnie sygnaléw analogo-
wych). Wtedy najpierw dokonujemy zawsze kwantyzacji (dyskretyzacji) z krokiem ¢, czyli
mianowicie zamiast zmiennej losowej X rozwazamy jej dyskretyzacje, to jest

Xs = [0X]/d.
Twierdzenie 6.3. Niech X zmienna losowa o gestosci f na RY. Zaktadamy dodatkowo, ze f

jest ciqgta i ma zwarty suppor Wtedy

}sig(l) h(X5) — Nlogy, o — /sh(f(:v))d:v} = 0.

Dowdd. 1dea jest podobna do zbieznosci catki Riemanna. Dla prostoty zawezam si¢ do sytuacji
jednowymiarowej, nie robig¢ takze superscistych oszacowan.
Niech z; = i (poczatek i-tego przedziatu). Wtedy

h(Xs) = Z sh(p;)

gdzie
pi = px([Ti, Tip1) = / f(z)dz = f(x;)d.

[, 41)

Stosujac to przyblizenie w powyzszym wzorze dostajemy

h(X5) = Z sh(f(:)8) = > (= f(a:)logy f(x:))6 + Z ()0 - (—logy 0)

2

z/sh(x)dx—l—/f(x)d:r(—log2 §) = /sh(x)d:c—log2 J.
[

Czyli w spos6b naturalny prowadzi to do nastgpujacej definicji (entropia rézniczkowa to
asymptotyka):

Definicja 6.4. Przez entropig¢ rézniczkowa zmiennej ciagltej X o gestosci f rozumiemy

B(X) = / sh(f(z))dz.

Analogicznie jak w przypadku dyskretnym mozemy rozwazaé nieréwnosé¢ Krafta w wersji

ciggtej:
/2l<x>da¢ < 1.

Przyktad 6.1. Latwo przeliczy¢, ze jezeli X ma rozktad jednostajny na zbiorze W, to

h(X) = logy(An(W)).

’tak naprawde twierdzenie idzie przy znacznie stabszych zatozeniach
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Przez analogi¢ do entropii krzyzowej dla zmiennych dyskretnych definiujemy

H(Y]|X) = / 4(x) - (~ log, p(z))dr,

gdzie ¢ to gestos¢ Y, a p gestos¢ X. Analogicznie takze definiuje si¢ dywergencje Kullbacka-
Leiblera wzorem

Dy (Y]|X) = / a(a) - logy(a(x) /p(x)) da
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Rozdzial 7

Rozklad normalny

7.1 Dlaczego rozklad normalny?

Jest duzo powodow:
1. jest to odpowiednik funkcji kwadratowe;j
2. CTW
3. maksymalizacja entropii
4. niezmienniczy na rézne operacje

Latwo sprawdzié, ze dla A liniowego mamy
E(AX +b) = AEX + Ab, cov(AX +b) = Acov(X)A™.

Co wigcej, jezeli X ma rozktad gestosci f, to AX + b ma rozktad | det(A)|f (A~ (y —b)).

Powyzsza obserwacja moze stuzy¢ do losowania z rozktadu normalnego wielowymiarowe-
g0. Zacznijmy od rozktadu N (0, 1) ktéry wiemy jak losowac. Nastgpnie zmienna X o rozkta-
dzie N(0, Iy) mozemy wylosowaé biorac kolejne wspéirzedne z rozktadu normalnego jedno-
wymiarowego, gestos¢ jego jest dana wzorem

1 2
fx) = Wexp(—llwl\ /2).

GdybysSmy teraz chcieli losowa¢ z normalnego o Sredniej m 1 macierzy kowariancji X2, to na
podstawie wczesniejszych wystarczy wziaé ©/2X + m, oraz gestos¢ dana jest wzorem

1
W exp(—Hx - m||22/2)a

gdzie |w||% = (X72w)"(27%w) = wT¥ " w jest kwadratem odlegtosci Mahalanobisa.
Z punktu widzenia statystyki, najwazniejszym rozktadem jest rozktad normalny. Wzér na
gestosc:
1 1
N(m,o?) = exp(—=(x —m)?/o?).

N \V2mo 2

Jest ku temu wiele powodow:
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1. Centralne twierdzenie graniczne: jezeli mamy niezalezne zmienne losowe o tym samym
rozktadzie ze Srednia m i wariancja o2, to

Xi+...+X,
vn

2. wzér wymaga tylko dwdch parametréw, a dobrze opisuje spora klas¢ zjawisk
3. logarytm jest funkcja kwadratowa (mle za chwilg)

— N(m,a?).

7.2 Wyprowadzenie rozkladu normalnego

Postaram si¢ wyprowadzi¢ wielowymiarowy rozktad normalny korzystajac z idei, ze chcemy
by to byt rozktad ktéry mozemy efektywnie estymowac dla danych, korzystajac z zasady mak-
symalnej wiarygodnoSci (maximal likelihood).

Chciatbym w zwiazku z tym zacza¢ od przypomnienia zasady maksymalnej wiarygodnosci.
Majac dana rozdzing rozktadéw ( fy)gco, chcemy dopasowac ja tak by optymalnie pasowato do
probki X. W tym celu rozpatrujemy (asymptotyczne) prawdopodobienistwo wylosowania X:

X, fo) = er (z:)-

Chcemy powyzsze zmaksymalizowaé wzglegdem 6 € O, poniewaz jest zazwyczaj tatwiej pra-
cowaé z suma niz iloczynem, rozpatrujemy

log (X, fy) = Zlogfe z;).

W zwigzku z czym de facto pracujemy na logarytmie z ggstoSci.

W konsekwencji chcielibySmy, by ten logarytm byt mozliwie najprostsza funkcja. Zauwaz-
my, ze nie moze to by¢ funkcja liniowa, gdyz gdyby logarytm funkcji byt liniowy, to funkcja
miataby catke nieskoriczono$¢. W konsekwencji naprostszym wyborem jest przyja¢ by loga-
rytm byt funkcja kwadratowa

log f(z) = —42% + c.
Dobér wspétczynnika —1/2 petni rolg normalizacyjna, i wyjasni si¢ péZniej (oczywiscie, nie
moze by¢ dodatni, bo znowu calka nie bytaby skoniczona). W konsekwencji mamy

f(2) = C - exp(—a?/2).
Musimy jeszcze dobra¢ C' tak, aby catka z f byta réwna jeden:

C’/Rexp(—xQ/Q)dx:

Niestety, funcja exp(—z?/2) nie da si¢ pocatkowaé w klasie funkcji elementarnych, wigc po-
staramy sie zastosowac trik do policzenia [, exp(—x?/2)dzx. Otéz sprobujemy policzy¢

[ exp-a22)d [ exp(-y/2)dy
R R
Pozornie wydaje si¢ to trudniejsze, ale zauwazmy, ze powyzsza calkg¢ mozemy zapisac jako

/R exp(~(a? + y7)/2)drdy
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I teraz zauwazamy, ze funkcja ta zalezy jedynie od odlegtosci od zera! W zwiazku z czym
robimy zmiang¢ zmiennych na biegunowe, to znaczy

r=+va2+y?€0,00),¢:{cos¢p =z/r;sing =y/r} €|0,2r).

Jakobian wynosi r, co znaczy, ze nasza catka sprowadza si¢ do

/R exp(— (@ +y7)/2)dudy = /0 ) /0 " exp(—r/2)rdrdg = 2n /0 " exp(—1?/2)rdr.

Robigc podstawienie v = r?/2 dostajemy

/ exp(—r2/2)rdr :/ exp(—u)du =1,
0 0

co w konsekwencji oznacza, ze

1
—2%/2)dx = V2 czyli C = —.
/Rexp(x/)x T czy N

W konsekwencji dostaliSmy gestos¢

1
V2T

Niech X oznacza zmienna losowa o gestosci V. Poniewaz N jest parzyste, oczywisce wartos$¢
oczekiwana wynosi zero:

N(x) = exp(—22/2).

EX = / 2N (z)dz = 0.

ELatwo policzyC korzystajac z catkowania przez czesci
VX = /QJQN(SC)dx =1,

co oznacza, ze odchylenie standardowe X wynosi 1.

Poniewaz chcieliby§my, aby nasza rodzina gestosci byta niezmiennicza na dowolne prze-
ksztatcenia afiniczne. GgstoS¢ po takiej transformacji x — ox +m, to znaczy ge¢sto$¢ zmiennej
losowej o X + m bedzie wynosic

1 2
N(m,a2)(x) = eXp(—( 202) )7
2no

a Srednia bedzie wynosi¢ m, za$ wariancja o2. Powyzszy wzor daje definicje rozktadu normal-
nego jednowymiarowego.

7.3 Generowanie punktow z rozkladu normalnego

Schemat Boxa-Mullera generowania liczb losowych z rozktadu normalnego powiela ide¢ ob-
liczenia statej normalizacyjnej. Poniewaz funkcji dystrybuanty nie da si¢ wyliczy¢ za pomoca
funkcji elementarnych, nie mozna do generowania uzy¢ funkcji odwrotnej do dystrybuanty.
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Bedziemy starali si¢ wygenerowac punkty na plaszczyznie ktérych obie niezalezne wspot-
rzgdne beda pochodzi¢ z rozktadu normalnego: X1 Y. W tym celu zmienimy uktad na biegu-
nowy, a mianowicie bgdziemy generowaé zmienne losowe odpowiadajace za promien R i kat
O:

R=vX?+Y?oraz O :cosO = X/R,sinO = Y/R.
Oczywiscie kat ma rozktad jednostajny na przedziale [0, 27), zas podobnie jak w wyliczeniu

catki mozna pokazaé, ze $ = R? ma rozktad wykladniczy o parametrze A = 2 [¢wiczenie].
Konkludujac losujemy parg punktéw z rozktadu normalnego za pomoca wzoréw:

X =Rcos(©) =+v—2InUcos(27V),

oraz
Y = Rsin(®©) = v—-2In Usin(27V),
gdzie U i V pochodza z rozktadu jednostajnego na odcinku [0, 1).
Jezeli chcemy wylosowad punkt z N (m, 02), to losujemy zmienna X z N (0, 1), i kladziemy
Y =0X+m.

7.4 Estymacja parametrow

Zal6zmy, ze mamy probke X = (z;);=1., C R, i chcemy do niej dopasowaé optymalne para-
metry rozktadu normalnego m i 02, tak aby zgodnie z MLE byto optymalnie.

Sprébujemy teraz wyprowadzi¢ w jaki sposob powinien by¢ zdefiniowany rozktad normal-
ny wielowymiarowy. Rozpatrzmy wiec N'(m, 0?) i sprébujmy policzy¢ koszt log-likelihood
dla probki X:

logL(X, N (m, %)) = Zlog(/\/(m, o?)(x;)) =

1
_n n 2 2

1

OczywiScie, przy ustalonym o, wiemy, ze powyzsze roOwnanie minimalizuje si¢ dla

1
m:meanX:—E T;.
n =
(3

Przy tak ustalonym m zajmijmy si¢ minimalizacja wzglgdem o, dla prostoty przyjmijmy sobie
oznaczenie S = o~ 2. Wtedy mamy funkcje

S — §In(27) — 5 1In(S) — 5 Z(wl —m)?,

co oznacza, ze dostajemy wzor
0? = VarX czyli o = 0.

W konsekwnecji optymalny wybor dla m i o to §rednia i odchylenie standardowe z préob-
ki. Analogicznie to podejScia z kompresji, mozna to traktowaé jako wyprowadzenie wartosci
Sredniej 1 odchylenia standardowego.
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7.5 Rozklad normalny wielowymiarowy

Postaramy si¢ teraz zdefiniowac rozktad normalny wielowymiarowy. Zacznijmy od najprost-
szej definicji gestosci dla rozktadéw wielowymiarowych, a mianowicie, jezeli mamy gestosci
na prostej fi, ..., fp, to definiujemy gesto$é F' = f; ® ... ® f; na R” za pomoca iloczynu

F(z1,...,xp) = fi(z1) - ... fp(zp).

Zgodnie z definicja, mamy, ze wspoétrzedne sa od siebie niezalezne, i w konsekwencji macierz
kowariancji jest diagonalna, tatwo sprawdzié, ze

meanF = [meanfy, ..., meanfp|’ oraz covF = diag(Varf, ..., Varfp).

W sensie zmiennych losowych, powyzsza gestos¢ to gestos¢ zmiennej losowej [Xy, ..., Xpl?,
gdzie X to sa niezalezne zmienne losowe o gesto$ciach f;.
Stosujac powyzsza procedurg dla rozktadu normalnego N (0, 1) dostajemy rozktad

N, 20) = N(0,1)(@1) - .- N (0, 1)(p) = ﬁ exp(~[l2]?).

Korzystajac z powyzeszego, dostajemy, ze jezeli X ma gegstosSé N
meanX = 0, covX = [.

Aby zdefiniowac ogdlny rozklad wielowymiarowy, zastosujemy analogiczna metodg do sy-
tuacji jednowymiarowej, a mianowicie bgdzigmy chcieli rozszerzy¢ o transformacje afiniczne
xr — Az +b.

Niech wige X ma gestos¢ N (z), i policzmy gestosé g(y) zmiennej Y = AX + b. Najpierw
jedynie zauwazmy, ze

EY = AEX + boraz covY = AcovX AT,

CO Oznacza, ze
EY = boraz covY = AAT.

Oznaczenie b = m.
Korzystajac z wzoru ? wyprowadzonego wczesniej, mamy dla odwracalnych :

1 —1
Jax)(y) = mfx(g (y))-

gdzie g oznacza gestos¢ @ (X). Stosujac powyzsze do naszego g, dostajemy

9(y) = mN(A_l(y —m)) exp(—3l| A (y — m)[").

1
V2|4

Korzystajac z ||w||? = w?w, oraz wprowadzajac oznaczenia ¥ = AAT, ||w||i = wS  w
(norma Mahalanobisa), powyzszy wzor upraszczamy do koricowego wzoru na rozktad normal-
ny o Sredniej m i kowariancji X:

1

N(m, %) (y) = gly) = VR exp(—3lly — mlf3).

RYSUNKI: poziomice, etc.
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7.6 log-likelihood

7.6.1 Wzor na log-likelihood
Niech X = (;);=1., bedzie dane. Dostajemy wzdr

1
V27X

exp(—zlz: — m|5)

logL(X,N(m,%)) = Zln

Dn D
= @n) + S — 5 )l —mlf.

Aby znaleZ¢ maksimum powyzszej funkcji, rozpatrzymy jej gradient ze wzgledu na m i X..
Oznaczmy (przy ustalonym XJ)

Dn

D
o(m) = = In(2m) + S In [ = £ 37 flos = ml.

Przypominam, Ze gradient V to operacja odpowiadajaca pochodnej, ale jest zdefiniowana
tylko dla funkcji skalarnych 4. Jezeli ¢ : E — R jest funkcja skalarng (gdzie F to przestrzen
z iloczynem skalarnym), to gradient ¢(z) to jedyny elementem przestrzeni w € F, taki, ze

W(x+ h) =(x) + (w, h) + o(h).
Witedy oczywiscie

Vo(m) = V(3 e = miE) = 3 Vllas = ml.

Na podstawie wczesniejszych faktéw (Przyktad ...) korzystajac z symetrycznosSci X, wiemy, ze
gradient funkcji (ze wzgledu na zmienng m)

m = [lz; = mlf% = llm — z]|& = ((m — ), 27 (m — @)

wynosi
Y m —z) + (EH N (m - 2;) = 287 (m — ).

Konkludujac
Vo(m) = Z 25 (z; — m).

Przyréwnujac gradient do zera, dostajemy w oczywisty sposéb, ze

1
m:—g z; — meanX.
n =
(2

Otrzymujemy w ten sposéb, ze aby optymalnie dopasowaé rozktad A (m,Y) do danych,
przy zmiennym m i zafiksowanym 3, powinni§my wycentrowaé rozktad normalny w Srodku
zbioru danych X. Mozna w ten sposOb powiedzieé, ze optymalizacja rozkladu normalnego
prowadzi do Srednie;j.
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7.6.2 Gradient wzgledem macierzy

Teraz zajmiemy si¢ szukaniem optymalnego >.. W tym celu pokazemy parg faktow dotyczacych
gradientu funkcji macierzowych. Przypominam, ze iloczyn skalarny dwéch macierzy A, B €
R™** wyraza sie wzorem

(A,B) = tr(A"B) = tr(AB") = > " a;;b;;.
,J
Aby przejs¢ dalej bedziemy potrzebowac nastgpujace obserwacje.

Lemat 7.1. Mamy
det(/ + H) =1+tr(H) + o(H).

Dowod. Zgodnie z definicja wyznacznika mamy (przez ¢ oznaczam permutacj¢ identyczno-
Sciowa):

det(I+H)—1= Z IQ[(I+H)iU(i)_1 = ZH¢(I+H)ia(i)_1+ZH¢([+H)M(1‘)

o permutacja i=1 oFe

=(1+Hy)-...-(1+ Hpp) =1+ Y _TLU + H)ior)-
oFe
Zajmiemy si¢ teraz analiza obu sktadnikéw w powyzszym wzorze. Oczywiscie

(1+4Hy)-...-(14+Hpp)—1=Hu+...+Hpp+o(H) =tr(H) + o(H).

Rozpatrzmy drugi czynnik. WeZmy wigc dowolna permutacj¢ o ktdra nie jest permutacja iden-
tycznosSciowa. Oznacza to, ze istnieje takie j, ze

o(j) = k#J

W konsekwencji oczywiscie o (k) # k (w przeciwnym razie nie bytaby to permutacja). Ozna-
cza to, ze indeksy jk i ko (k) sa poza przekatna, co oznacza, ze

(I + H)jk = hjk oraz (I + H)kg(k) = hko‘(k)

i w konsekwencji

D
[T + H)ioiy = hjrhiow - T1 (I +H)iew) € o(H).

i=1 itk
O
Stosujemy oznaczenie
AT =(AHT
Stwierdzenie 7.1. Mamy
Vdet(A) =detA- AT
Dowdéd. Mamy
det(A+ H) =det A- (det(I + A'H)) =det A- (1 +tr(AH) + o(A™ H))
=detA- (1+ (AT H) +0o(H)) =det(A) + (det A- AT H) + o(H).
O
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Whiosek 7.1. Mamy
Vin(det A) = A~T.

Dowdd. Korzystamy z tego, ze
Vf(g(x)) = f'(g(x)) - Vg().

Wtedy

1
V ln(det A) = m - det AAiT = AiT.

Lemat 7.2. Mamy
(I+H) ' =1—-H+o(H).

Dowad. Jest to bezposredni wniosek z wzoru na sumg szeregu geometrycznego

T-Q) ' =T4+Q+Q*+..+Q"+...dla@Q : ||Q|| < 1.

Stwierdzenie 7.2. Mamy
S+ H) ' '=x""-2 ' HS ! 4 o(H).

Dowod. Poniewaz
(AB)™'=DB7tA™Y

mamy
(C+H) ' =x'I+HS ) =2 -2 HY T 4+ o(H).

]

Zacznijmy od oznaczenia: jezeli F'(z1,...,x,) jest funkcja n zmiennych, to przez V,, F'
oznaczam gradient wzgledem :-tej zmienne;j.

Stwierdzenie 7.3. Mamy (u, v ustalone)
Vsu!'Y o =2 Tun™s T,
Dowdd. Mamy (stosujemy ,,trace trick”: tr(AB) = tr(BA) i wlasnosé¢ (AB)T = BT AT):
uW'(S+H) o —u"S = ST HY T + o(H)

= —tr(u!'STTHY ) +o(H) = —tr(X ou' S H) + o(H)
= (X Tw'S"T H) + o(H).

Mozemy teraz przej$¢ do gléwnego wyniku.

Twierdzenie 7.1. Niech

Dn D
O(%) = —- In(2r) + — In 3] - LNl — ml3

Wtedy
VoY) =
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7.6.3 Rozklad osobliwy — regularyzacja

€ - maszynowe
Ledoit-Wolff - wzdr 1 motywacja.
Jako druga opcja - cross-validacja
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Rozdzial 8

Estymacja gestoSci

8.1 Parametryczna
KNN?
8.2 Nieparametryczna

8.3 GMM

rézne modele gaussowskie najpierw
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Rozdzial 9

Klastrowanie

9.1 Typy - hierarchiczne, soft, probabilistyczne, fuzzy
9.2 Gestosciowe - dbscan

9.3 k-means i wariacje: CEC

9.4 Spektralne

9.5 Semi-supervised
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Rozdziat 10
ICA

10.1 Motywacja
10.2 Optymalizacja
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