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Wykłady 3 i 4

1.1 Poszukiwanie ewolucyjne
Celem rozważanego podejścia jest znalezienie wartości argmin

xPX
F pxq. Metody ewolucyjne się

używa najczęściej wtedy gdy a) problem nie jest ciągły (nie mamy do dyspozycji gradientu),
b) mamy małą wiedzę/intuicję o badanym przedmiocie (nie znamy lepszej metody optymali-
zacyjnej). Minusy metody to wolna zbieżność do rozwiązań optymalnych (szczególnie wtedy
gdy jest duży wymiar przestrzni atrybutów). W praktycznych zastosowaniach do uzyskania
dobrych efektów często się stosuje metody hybrydowe.

Poszukiwanie ewolucyjne polega na stworzeniu zbioru rozwiązań W � X zwanego po-
pulacją. Każde rozwiązanie jest kodowane przez zbiór atrybutów (domyślnie chodzi o geny,
chromosomy, etc). Następnie w każdej epoce dopuszcza się procesy mające podstawę w praw-
dziwej ewolucji, a mianowicie występuję reprodukcja, krzyżowanie i mutacja oraz przeżycie
lub selekcja.

Do implementacji GS (genetic search) potrzebne jest dookreślenie następujących punktów:

• sposobu kodowania atrybutów: każde rozwiązanie x jest kodowanie przez jego zbiór
atrybutów;

• postać funkcji adaptacji: opisuje na ile dobre jest dane rozwiązanie, typowo określone
przez funkcję kosztu;

• schemat wyboru puli rodzicielskiej: sposób wybierania osobników którzy będą dalej
przekazywać geny;

• schemat kojarzenia rodziców: staramy sie nie wybierać od siebie za bardzo oddalonych
genetycznie;

• operatory krzyżowania: opisuje sposób tworzenia genów potomstwa;

• schemat mutacji: aby umożliwić przeszukiwanie szerszej przestrzeni potencjalnych roz-
wiązań konieczne są mutacje;

• schemat przeżywania: do następnego pokolenia przechodzą tylko lepiej dostosowane
osobniki.

Schemat klasycznego podejścia do algorytmów genetycznych jest dosyć jasny1:
1 https://ibug.doc.ic.ac.uk/media/uploads/documents/courses/

GeneticAlgorithm-tutorial.pdf
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1. generowanie populacji początkowej: w klasycznych algorytmach genetycznych każdy
element jest ciągiem binarnym ustalonej długości L, nazywamy genem/chromosomem;

2. po stworzeniu populacji, każdy element jest opisywany przy pomocy funkcji adaptacji,
w klasycznym podejściu jest definiowane jako pi � fi{f̄ , gdzie fi jest ewaluacją funkcji
kosztu na każdym elemencie, i f̄ jest średnią wartością na elementach w populacji;

3. wykonanie algorytmu genetycznego widzimy jako proces dwuetapowy. Startujemy z bie-
żacej populacji. Dokonujemy selekcji by wybrać pulę rodzicielską (populacja pośrednia).
Następnie tworzymy następną populację przez odpowiednie kojarzenie rodziców i muta-
cję. Klasycznie wybieramy punkt xi z prawdopodobieństwem pi

Ogólnie o algorytmach genetycznych jest w Handbook:[Cha00] (tam jest też rozdział 8
w którym jest dokładnie opisany schemat GA dla problemu gniazdowego, który będzie nas
szczególnie interesował).

1.2 Wstęp do szeregowania zadań

1.2.1 Czym jest problem szeregowania zadań?
Obecnie w przemyśle przeważającym modelem produkcji jest wytwarzanie w postaci zadań
produkcyjnych, poprzez budowę części i ich montaż [Smu12]. Potrzebne są wobec tego meto-
dy takiego planowania produkcji (ang. scheduling, production planning), które będzie optyma-
lizowało wykorzystanie zasobów.

Trzeba pamietać, że problem jest problemem trudnym o wysokiej złożoności obliczeniowej,
zwykle wymagając algorytmów o wykładniczej złożonosci obliczeniowej dla znalezienia roz-
wiązania optymalnego. Konieczne jest więc korzystanie z szeregu różnego rodzaju uproszczeń
i założeń w definicji, dla znalezienia rozwiązań sub-optymalnych. Konieczne będzie wykorzy-
stanie metod programowania matematycznego, programowania dynamicznego, także z ograni-
czeniami (ang. constraints), a także wykorzystanie heurystyk.

Zadanie szeregowania zadań można najlepiej opisać przez przedstawienie go w środowisku
przemysłowym. Ze względu na literaturę przedmiotu, która jest w przeważającej części w języ-
ku angielskim, będziemy dodawać angielskie tłumaczenia w nawiasach. Będziemy też używać
najczęstrszego słownictwa występującego w literaturze polskiej.

Zlecenia (ang. orders) składane są do zakładu przemysłowego. Te zlecenia są zwykle opi-
sane w postaci szeregu zadań (ang. jobs), z których każde jest przetwarzane jako ciąg operacji
(ang. tasks, processes). Każda z operacji ma określony czas wykonania (precyzyjnie lub też
probabilistycznie w postaci rozkładu), a kolejność operacji musi być zachowana. W oczywisty
sposób mogą nastąpić nieoczekiwane wydarzenia, które zaburzą przebieg wykonania zlece-
nia [Pin00].

W takiej sytuacji celem jest rozwiązanie problemu szeregowania zadań poprzez zbudowa-
nie takiego harmonogramu (ang. schedule), który w największym stopniu pozwoli na precy-
zyjne dotrzymanie zobowiązań.

Hala produkcyjna (fabryka, ang. job-floor czy shop-floor) składa się z szeregu zasobów
(ang. resources) takich jak urządzenia (maszyny, ang. machines), personel, materiały, czy ka-
pitał.

Ponieważ wszystko odbywa się w czasie (który jest zwykle dyskretyzowany), poszczególne
zadania i operacje mają swoje atrybuty, z których najważniejszymi są

2



• czas gotowości (ang. release date),

• czas zakończenia (ang. due time) (to może być także żądany czas wykonania),

• czas przetwarzania (ang. processing time) zwykle odnoszący się do pojedynczych ope-
racji na konkretnych maszynach,

• priorytet (ang. weight) każdego zadania lub zlecenia,

• czas rozpoczęcia (ang. starting time) wykonania zadania na danej maszynie, czas zakoń-
czenia (ang. completion time) wykonania zadania na maszynie (czyli operacji).

Uwaga 1.1. W większości problemów zakładamy, że dane zadanie składając się z wielu ope-
racji każdą wykonuje na innej maszynie. Jest to, oczywiście, pewne uproszczenie problemu
pozwalającego na jego rozwiązanie.

Innymi atrybutami są także możliwość przerywalności i podzielności zadań i operacji. Po-
zwalają on, odpowiednio, na przerwanie zadania w trakcie sesji, oraz na wykonanie zadania
(operacji) na osobnych maszynach.

Wykonanie zadań podlega szeregu ograniczeń (ang. constraints). Dotyczą zwykle zasobów
– liczby maszyn, dostępności materiałów, ograniczenia personelu, np. braku osób umiejących
obsługiwać konkretne maszyny. Powoduje to kolejne utrudnienie problemu.

Dla prawidlowego sformułowania problemu należy zdefiniować różne warianty modeli,
możliwe ograniczenia, co jest celem budowy harmonogramu i w jaki sposób można dwa har-
monogramy porównać.

1.2.2 Modele
Należy najpierw wprowadzić najważniejsze modele w rosnącym stopniu złożoności (częściowo
za [Pin00]).

Pojedynczej maszyny gdzie dostępne jest tylko jedno urządzenie (czy zasób) przetwa-
rzające. To zadanie jest rozwiązywane zwykle przy wykorzystaniu szeregu heurystyk
i rozwiązanie jest wykorzystywane po redukcji zadań bardziej złożonych.

Równoległych maszyn gdzie dostępnych jest wiele maszyn (czy innych zasobów) tego
samego typu. Uogólnienie poprzedniego i także wykorzystywane przy redukcji bardziej
złożonych.

Przepływowy (ang. flow shop) w którym obsługiwanych jest wiele maszyn i wiele zadań,
jednak wszystkie mają taką samą sekwencję operacji na maszynach. Zadania mogą być
przestawiane między maszynami.

Gniazdowy (ang. job shop) składający z wielu maszyn i wielu zadań o różnych sekwen-
cjach. Ograniczeniem (upraszczającym problem) może być zastrzeżenie, że jedno zada-
nie może być przetwarzane na pojedynczej maszynie tylko raz.
Dany jest zbiór zadań tJ1, . . . , Jnu na zbiorze maszyn/zasobów tR1, . . . , Rqu. Każda
praca Jj składa się z ciągu operacji (tasks) tti1j, . . . , timju które musza być wykonane
kolejno, i każda operacja rezerwuje jeden z zasobów (oznaczamy przez Rptq zasób rezer-
wowany dla operacji t).
Każda operacja zadania j na maszynie ima określony wstępnie czas wykonania pij i start
sij , który musimy dobrać przy budowie harmonogramu.
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Uogólniony gniazdowy jest uogólnieniem modelu gniazdowego, w którym kolejność
wykonywania tasków jest zadana za pomocą odpowiedniego grafu skierowanego, a nie
ciągu (listy) [zostanie doprecyzowane później].

W naszym wykładzie będziemy się interesować najbardziej problemem gniazdowym (oraz
uogólnionym gniazdowym)

1.2.3 Ograniczenia
Podstawową rolę w tworzeniu harmonogramu grają ograniczenia (ang. constraints). Oto naj-
ważniejsze z nich.

precedensji (ang. precedence) operacji oznaczające, że dane zadanie (operacja) może
być uruchomione dopiero gdy pewien zbiór innych zadań będzie ukończony sij � pij ¤
sik gdzie k jest indeksem operacji następujacej po j,

pojemności określajace, że dwie operacje nie mogą w jednym czasie wykorzystywać
tego samego zasobu sij � pij ¤ sik @ k � j

wybieralność (ang. eligibility) maszyn, gdy dane zadania mogą być wykonywane tylko
na konkretnych maszynach; np. jeśli jest to zwiazane z jakością wykonania zależną od
maszyny,

personelu gdy tylko podgrupa personelu może obsługiwać niektóre maszyny, lub też
personelu jest ograniczona liczba,

rutowania (ang. routing) gdy zadanie ma określoną kolejność wykonywania operacji,

dostawy i przechowywania materiałów,

transportowe.

1.2.4 Cele optymalizacji i metody porównywania
W zadaniach harmonogramowania określone konieczne jest zdefiniowania funkcji kosztu, którą
należy minimalizować. W zależności od jej wyboru, możliwe będzie wykorzystanie pewnej
grupy algorytmów, i różnić się będzie rozwiązanie. Oto najczęstsze z nich.

maksymalizacja przepustowości polegająca na maksymalizacji liczby wykonanych za-
dań w jak najkrótszym czasie; odpowiada do minimalizacji makespan Cmax, a więc
maksymalnego czasu ukończenia ostatniego ze skończonej liczby zadań,

minimalizacja opóźnienia (ang. lateness) Lmax � maxpcj � dj, . . . , cn � dnq czyli róż-
nicy miedzy czasem zakończenia,

minimalizacja opieszałości (ang. tardiness) Tmax �
°

j maxpcj � dj, 0q czyli łącznego
opóźnienia dla zadań; często ważona przez priorytet zadania wj ,

minimalizacja kosztów przezbrojenia związanych z rozpoczynaniem produkcji, na przy-
kład na maszynie, która zużywa sporo materiałów przed rozpoczęciem pracy,

minimalizacja kosztów przechowywania ukończonych produktów, co daje w efekcie
produkcję typu just-in-time,

minimalizacja kosztów transportu materiałów, produktów, etc.
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1.2.5 Notacja dla najważniejszych pojęć

Ok zlecenie (ang. order) składane do zakładu przemysłowego opisane przez
zbiór zadań

Jj zadanie (ang. job) opisuje wykonanie pojedynczego lub partii produktów
tij operacja (ang. task) pojedyncze przetwarzanie zadania j na jednym zaso-

bie Ri

Ri zasób (ang. resource) maszyn (wtedy często Mi), personelu, zasobów
pij czas przetwarzania (processing) operacji j na maszynie i; w systemach pro-

babilistycznych czas jest dany przez podanie rozkładu, zwykle jako para
pµij, σ

2
ijq średniego czasu wykonania wraz z wariancją [BW07]

rj czas rozpoczęcia (release) zadania j
dj czas obiecanego zakończenia (due) zadania j
wj priorytet (priority) zadania j
sij czas rozpoczęcia (start) zadania j na maszynie i
sj czas rozpoczęcia (start) zadania j
cij czas zakończenia (completion) zadania j na maszynie i
cj czas zakończenia (completion) zadania j

Cmax � max cj
j

czas ukończenia ostatniego ze skończonej liczby n zadań

Lmax opóźnienie (ang. lateness)
T opieszałość (ang. tardiness)

1.2.6 Reprezentacja problemu gniazdowego
Do reprezentacji problemu gniazdowego można wykorzystać strukturę grafową typu “czynność
na węźle” AON (ang. activity on node). Zbiór V zawiera węzły reprezentujące opercje [Kli16],
zbiór E zawiera łuki opisujące relacje kolejnościowe między operacjami typu koniec-początek
bez zwłoki (ang. finish-start zero-lag precedence). Operacja i P V musi być realizowana na ma-
szynie mi P M . Maszyna mi może wykonywać co najwyżej ki operacji w danej chwili czasu.
Operacja i ma czas trwania di. Minimalizacja czasu trwania przedsięwzięcia Cmax (makespan),
równa czasowi dotarcia do wierzchołka końcowego. Rozwiązaniem problemu harmonogramo-
wania projektu z ograniczonymi zasobami z kryterium minimalizacji czasu trwania prac jest
wektor czasów rozpoczęcia lub zakończenia czynności tzw. reprezentacja bezpośrednia.

Do znalezienia rozwiązania można wykorzystać reprezentacje pośrednie:

• Lista czynności. Reprezentacja w postaci listy czynności (ang. activity list), w której
rozwiązanie jest permutacją numerów kolejnych czynności przy uwzględnieniu zależno-
ści kolejnościowych. Rozwiązania w reprezentacji pośredniej muszą być przekształcane
do reprezentacji bezpośredniej przy użyciu procedur dekodujących. Opracowywane są
schematy generowania uszeregowania SGS (ang. Schedule Generation Scheme), które
dekodują listę czynności w realizowalne harmonogramy (ustalane są wektory czasów
rozpoczęcia zadań) przy uwzględnieniu ograniczeń czasowych i zasobowych.

Do procedur SGS zaliczyć można [Kol96]:

– procedurę szeregową (ang. serial SGS), w której w kolejnych chwilach t ustalany
jest czas rozpoczęcia dla pierwszego nieuszeregowanego zadania z listy czynności,
w najwcześniejszym możliwym czasie przy uwzględnieniu ograniczeń kolejnościo-
wych i zasobowych,
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– procedurę równoległą (ang. parallel SGS), w której w kolejnych chwilach t roz-
poczynane są wszystkie nieuszeregowane zadania (rozpatrywane w kolejności na
liście czynności), które mogą być rozpoczęte w chwili t przy uwzględnieniu ogra-
niczeń kolejnościowych i zasobowych.

Przy dekodowaniu listy stosowane mogą być różne techniki harmonogramowania:

– w przód (ang. forward scheduling) – szeregowanie kolejnych czynności od począt-
ku listy czynności,

– wstecz (ang. backward scheduling) – szeregowanie kolejnych zadań od końca listy
czynności, ustalając czasy rozpoczęcia zadań przy przyjętym terminie zakończenia
projektu (due date).

• Permutacja zadań. Innym sposobem jest kodowanie operacji za pomocą permutacji
z powtórzeniami. Załóżmy dla przykładu (patrz Rysunek 1.1), że mamy spermutowane
operacje pt21, t31, t22, t11, t23, t12, t13, t23q. Z tej permutacji tworzymy osobnika zastępu-
jąc identyfikator operacji przez numer zadania, czyli dostajemy p2, 3, 2, 1, 3, 1, 1, 2q. To
jest kluczowe, gdyż okazuej się, że każdy taki ciąg tworzy prawidłowe rozwiązanie.

required by the approach that will be discussed: jobs usually have different
release and due dates, tasks within a job can have different duration, several
resource requirements, and several alternatives for each of these requirements.

t11 R1 2 t12 R2 2 t13 R3 2

t21 R2 2 t22 R4 2 t23 R3 2

t31 R1 3 t32 R3 3

P1 P2

P3 P4

P5

C1

C2 C3

C4

C5

[0,4]

[0,4]

[0,4]

[2,6]

[2,6] [4,8]

[4,8]

[3,7]

Figure 8.1 A JSS problem instance with three jobs. The release dates
have value 0 for every task and the due dates have value 10. The
duration of the tasks is indicated within the boxes, together with the task
identification and the resource requirement

Figure 8.1 depicts an example with three jobs {J1,J2,J3} and four physical
resources {R1,R2,R3,R4}. It is assumed that the tasks of the first two jobs have
duration of two time units, whereas the tasks of the third one have duration of
three time units. The release time is 0 and the due date is 10. Label Pi represents a
precedence constraint and label Cj represents a capacity constraint. Start time
values constrained by the release and due dates and the duration time of tasks are
represented as intervals. For instance, [0,4] represents all start times between time
0 and time 4, as allowed by the time granularity, namely {0,1,2,3,4}.

8.3 The Genetic Algorithm
GAs were successfully used to solve sequencing problems (7, 8, 9, 17, 18, 24), in
particular the job-shop scheduling problem. In this section we describe a classic
implementation whose components are taken from the literature. The codification
of individuals is the permutation with repetition (4, 8, 17, 24). According to this
codification, an individual represents a permutation of the whole set of operations
of the problem at hand. Consider for example the problem depicted in Figure 8.1
and the permutation of its tasks (t21 t31 t22 t11 t32 t12 t13 t23). From this permutation,
an individual is obtained by replacing the identifier of each task by the number of
its job; therefore, we obtain (2 3 2 1 3 1 1 2). So, this representation should be
understood to mean the following: the first 2 represents the first task of the second
job, the first 3 is the first task of the third job, the second 2 is the second task of

Rysunek 1.1: źródło: [Cha00, Figure 8.1]
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Do odzyskania rozwiązania potrzebujemy funkcji dekodującej, która z takiego ciągu nam
tworzy odpowiedni harmonogram. Sa dwie strategie (opisuję domyślną która ma mniej-
szą złożoność, opis obu jest w [Cha00, Rozdział 8]). Ciąg operacji jest ponumerowa-
ny zgodnie z kolejnością w której występuje w danym osobniku. Dla każdej operacji
jest przyporządkowywany czas startu zgodnie z poprzednimi operacjami, a mianowicie:
maksimum z czasów zakończenia poprzednich operacji które dzielą wspólne ogranicze-
nie (precednecy lub capacity).

Dla zobaczenia wygodnie jest zobaczyć następujący przykład: rozpatrzmy osobnika p33111222q.
Wtedy on tworzy nam pt31t32t11t12t13t21t22t23q. Musimy stworzyć dopuszczalny harmo-
nogram (czyli wyliczyć odpowiednie czasy), patrz obrazek:

the second case, the start time assigned to the current task is the lowest possible
that is compatible to the previous assignments. We clarify both strategies by
means of an example. Consider the individual (3 3 1 1 1 2 2 2), which represents
a potential solution to the problem of Figure 8.1. Figure 8.2a shows the Gantt
chart produced by the fitness1 scheduling strategy, and Figure 8.2b shows the
correspondent chart produced by the fitness2. The fitness1 value is 13, whereas
the fitness2 value is 11 for the individual. As we can observe, the individual does
not represent a solution to either of the strategies.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R1 t31 t11 R1 t31 t11

R2 t12 t21 R2 t21 t12

R3 t32 t13 t23 R3 t32 t13 t23

R4 t22 R4 t22

a) b)

Figure 8.2 (a) Scheduling produced by the fitness1 strategy to the problem of
Figure 8.1 from the individual (3 3 1 1 1 2 2 2). The fitness1 value is 13. (b)
Scheduling produced from the same individual by the fitness2 strategy. The
fitness2 value is 11

It is clear that the fitness1 value is always greater than or equal to the fitness2
value, but the fitness2 function is more costly than the fitness1 function. It is easy
to see that the first one has a complexity of O(n) whereas the second has a
complexity of O(n2), n being the number of tasks of the problem. Moreover, as we
will see in Section 8.6, for every scheduling that can eventually be produced by
the fitness2 function, there is an individual that produces the same scheduling by
the fitness1 strategy. Therefore, in principle, we adopt fitness1 due to its lower
complexity. Nevertheless, in this work we also use the fitness2 in a number of
experiments. Moreover, we use this second scheduling strategy as a basis for a
heuristic repair method to obtain an improved chromosome as we will see in
Section 8.5.

8.4 Fitness Refinement
The former fitness functions can be adjusted in order to better discriminate among
good and bad individuals. Here we consider two common techniques (18) and
adapt them to our problem

Rysunek 1.2: [Cha00, Figure 8.2 a)]

Dalsze szczegóły patrz [Cha00, Rozdział 8].

1.2.7 Obserwacje i wnioski
Problemy projektowania harmonogramów są bardzo złożone. Poza najprostszymi przypadka-
mi, które zupełnie nie są praktyczne w rzeczywistych aplikacjach ze względu na ograniczenia
liczby zadań i zasobów do kilku (!), algorytmy nie są do wykonania w czasie wielomianowym,
a wymagają pełnego przeszukiwania przestrzeni rozwiązań.

Dodatkowo zadania nie są zwykle statyczne, ponieważ nie można określić np. czasów prze-
twarzania dokładnie, a w rzeczywistych procesach produkcyjnych sytuacja może zmienić się
nagle. Funkcja kosztu ma zwykle wiele celów. Klasyczna jest sytuacja, w której należy zop-
tymalizować zarówno czas przetworzenia wszystkich zamówień, a jednocześnie zminimalizo-
wać koszty przetwarzania, dowozu materiałów, eksploatacji maszyn, itd. Nie można tych zadań
rozwiązywać osobno otrzymując zwykle sprzeczne rozwiązania, a jednocześnie. A dzieje się
to kosztem otrzymania zadania, które ma wiele minimów lokalnych. Metody minimalizacji
dyskretnej są trudne.

Z tego względu regułą jest dzielenie problemów na prostsze, np. pełnego zbioru zamó-
wień na zadania wykonywane na jednej maszynie i rozwiązywanie ich osobno (np. z problemu
gniazdowego do wielu problemów pojedynczej maszyny czy problemów przepływowych).

W tym celu należy wykorzystać podejścia heurystyczne oraz podejscia związane z metoda-
mi uczenia maszynowego. Nie należy zapominać, że dla wielu prostszych zadań, wykonywa-
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nych po ewentualnym podziale, można wykorzystać znane już rozwiązania dla których znane
są ograniczenia i zapewnione warunki osiągnięcia rozwiązań optymalnych.

1.2.8 Algorytm ewolucyjny (GA=genetic algorithm): problem gniazdowy
Opisujemy w skrócie klasyczne podejście, Rysunek 1.1. Kodowanie osobników jest stworzone
za pomocą permutacji z powtórzeniami (patrz Sekcja 1.2.6). Załóżmy dla przykładu (patrz
[Cha00, Figure 8.1]), że mamy spermutowane taski pt21, t31, t22, t11, t23, t12, t13, t23q. Z tej per-
mutacji tworzymy osobnika zastępując identyfikator operacji przez numer pracy/zadania, czyli
dostajemy p2, 3, 2, 1, 3, 1, 1, 2q.

Operator mutacji polega na tym, że dwie operacje są losowo wybierane, i ich pozycje są
wymieniane. Operatory krzyżowania (cross-over) są zazwyczaj stosowane dwa:

GOX generalized order crossover: załóżmy, że mamy rodziców (parents) P1 � p122121q oraz
P2 � p112212q. Z pierwszego wybieramy dowolny podciąg (dla przykładu druga dwójka
i pierwsza jedynka), i usuwamy go z P2 (odpowiednie podkreślenia). Następnie wkła-
damy ten podciąg (w jednym ciągu, czyli w całości) na pozycji gdzie zaczynał się w
pierwszym rodzicu.

GPX generalized position crossover: analogicznie, ale wkładamy dokładnie tam, gdzie był
w P1 [mi się bardziej podoba, bo wtedy dziecko identycznych rodziców jest ich kopią].

Jako funkcję adaptacji (fitness function) bierzemy całkowity makespan (czyli czas do kiedy się
skończy ostanie zadanie).

Dalsze szczegóły patrz [Cha00, Rozdział 8]. Na podstawie literatury, w szczególności [Cha00,
Rozdział 8], wynika, że GA ma sens tylko i wyłącznie w połączeniu z innymi metodami (sy-
mulowane wyżarzanie, shifting bottleneck).

1.2.9 GA: uogólniony problem gniazdowy
W naszym przypadku nie zakładamy linearności operacji (tasks) wewnątrz zadań (jobs). W
konsekwencji każde zadanie jest reprezentowany jako spójny etykietowany graf skierowany
(bez cykli). Ma specjalną strukturę - ma jeden wierzchołek [? ostateczny potomek], taki, że
poruszając się zgodnie z kierunkiem krawędzi do niego zawsze trafiamy [? czy to jedyny wa-
runek].

Wierzchołki opowiadaja zadaniom, krawędź z wierzchołka e do f oznacza, że zadanie od-
powiadające wierzchołkowi f może byc wykonywane dopiero po wykonaniu e. W każdym
wierzchołku mamy etykiety – wersja minimum to czas wykonywania+maszyna, ale w wersji
rozszerzonej może być jeszcze na przykład więcej maszyn, pracownik który to zadanie wyko-
nuje, może jakiś koszt, etc. Wierzchołki ktore nie mają rodziców nazywam początkowymi.

GENOM. Pokażemy, że każdy harmonogram jest jednoznacznie opisany przez podanie w
każdym wierzchołku jakiejś liczby rzeczywistej (zakładamy, że te liczby są parami różne).

DEKODOWANIE. Opiszę sposób dekodowania. Bierzemy z wszystkich zadań (rozumia-
nych jako grafy) wierzchołki początkowe (pamiętamy wskaźniki do elementu). Sortujemy
względem liczby rzeczywistej opisującej. Bierzemy pierwszy element, znajdujemy w grafie
jego wszystkich potomków, następnie go z grafu usuwamy. Spośród potomków bierzemy te
które są w tym nowym grafie elementami początkowymi, i dosortowujemy je do naszego cią-
gu.

Mamy (podobnie jak w klasycznym podejściu), dwie opcje:
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• (prostsze w implementacji) pamiętamy kiedy wszystkie maszyny są już wolne (skończy-
ły pracę), i wtedy dokładamy czas tego zadania do maszyny na której ma być wykonywa-
ne, oczywiście po maks z czasów wszystkich rodziców (musimy oczywiście wpisywać
kiedy zaczynamy i kiedy kończymy każdą operację); nie wymaga żadanego przeszuki-
wania

• (trudniejsze, ale się stosuje) rozważamy pełne wypełnienie każdej maszyny, i ustawiamy
na pierwszym/największym z dopuszczalnych miejsc gdzie się zmieści (tu jest trochę
koszt, że musimy tą przestrzeń dopuszczalnych przedziałów jakoś przeszukiwać. najpro-
ściej chyba sortujemy względem czasu rozpoczęcia i patrzymy kolejno kiedy znajdziemy
odpowiednią).

Teraz jak mamy takie DNA, to możemy stosować jakieś podstawowe metody optymalizacji,
oraz jakieś preferencje/heurezy (jak należy ustawiać wartości dla jednej maszyny, etc, między
maszynami, etc).

1.3 Poszukiwanie rojem cząstek

1.3.1 Wprowadzenie
Przeszukiwanie rojowe (Particle Swarm Optimization, PSO) [Ken95] jest algorytmem opty-
malizacyjnym inspirowane ruchem roju (swarm) osobników np. stada ptaków, które poszuku-
ją pożywienia. Pozycja cząstki to jakieś rozwiązanie dopuszczalne. Cząstki zmieniają swoje
pozycje (przeszukują przestrzeń rozwiązań) tak aby finalnie osiągnąć pozycję o najlepszym
rozwiązaniu.

Algorytm ma charakter iteracyjny, kończy się po określonej liczbie iteracji bądź osiągnięciu
satysfakcjonującego rozwiązania. Na początku każda cząstka ma losową pozycję i losowy wek-
tor prędkości. W kolejnych iteracjach cząstka podąża zgodnie z wektorem prędości zależnym
od:

• poprzedniego przesunięcia

• przesunięcia kierującego go do najlepszego rozwiązania dotychczas znalezionego przez
tą cząstkę

• przesunięcia kierującego go do najlepszego rozwiązania dotychczas znalezionego roz-
wiązania przez cały rój.

PSO jest zwykle stosowany do optymalizacji ciągłych nieliniowych problemów, jako że pozy-
cja cząstki jest dowolnym wektorem w rzeczywistej przestrzeni wektorowej.

1.3.2 Stan wiedzy
PSO jest częstym algorytmem wykorzystywanym w szeregowaniu zadań [RK06].

Typowy sposób zastosowania PSO polega na transformacji permutacji operacji do postaci
wektorowej, gdzie często używa się reprezentacji za pomocą losowego klucza (random key
representation) [Bea94, Bie95] bądź algorytmu przedstawionego w [GT60]. W zastosowaniu
PSO do problemu harmonogramowania może się zdarzyć, że bliskie położenia cząstek będą
dawać znacząco różne harmonogramy. Aby temu zapobiec dokonuje się modyfikacji zarówno
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w reprezentacji opsiu oraz aktualizacji położenia cząstki [SH06]. Ciekawe podejście redefiniu-
jące podobieństwo cząstek i wektora prędkości zostało przedstawione w [GSLQ08].

Różnica w realizacji PSO tkwi często w ilości generowania nowych cząstek do przeszuki-
wania rozwiązań [PK09, PK11]. Algorytmy PSO są często hybrydyzowane i łączone z symu-
lowanym wyżarzaniem [GDQ07], algorytmami immunologicznymi [GSLQ08], bądź lokalnym
przeszukiwaniem [LHK�10].

1.3.3 Algorytm rojowy: problem gniazdowy
Rozważamy ogólny problem gniazdowy (patrz 1.2.2). Mamy zestaw n zadań J1, . . . , Jn imma-
szyn M1, . . . ,Mm. Praca składaja się z operacji z ograniczeniami poprzedzania. Każda opera-
cja musi być wykonywana na określonej maszynie (dokładnie tak jak w opisie poprzednich
algorytmów). Chcemy znaleźć rozwiązania minimalizujące makespan.

Zbiór operacji możemy przedstawić w postaci macierzy T � ptijqij P Rm�n. Macierz T
można zapisać w postaci wektorowej, spisując ją kolumnowo. Wówczas wszystkie operacje
zadania j będą na tych pozycjach k wektora które spełniają

j � k mod n

licząc pozycje wektora od zera tzn. j, j � n, j � 2n, itd..
Będziemy chcieli stowrzyć permutację wektora operacji, która to wyznaczy nam kolejność

operacji (stosujemy reprezentacje za pomocą permutacji operacji). Dokładniej, przykładową
permutację operacji po12, o13, o22, o11, o32, o21, o31, o32q możemy przekształcić zastępując iden-
tyfikator operacji przez numer zadania, czyli dostajemy p2, 3, 2, 1, 3, 1, 1, 2q. Każdy taki wek-
tor (permutacji zadań) definiuje prawidłowe rozwiązanie (jako pierwsza będzie rozplanowana
pierwsza operacja zadania 2, jako druga będzie pierwsza operacja zadania 3, itd.).

Permutacje operacji tworzymy przypisując operacji pewną liczbę rzeczywistą oznaczającą
priorytet (operacja z niższym priorytetem ma szanse być rozplanowana wcześniej). Dla przy-
kładu weźmy 3 zadania, każde wykonywane na 2 maszynach, co daje macierz T P R2�3.
Wówczas przykładowy wektor priorytetów (pierwszy wiersz) wyznacza kolejność wykonań
operacji (drugi wiersz), patrz Rysunek 1.3.3. Jako że ograniczenia kolejnościowe mogą unie-
możliwić wykonanie dokładnie takiej sekwencji operacji w ramach danego zadania, to operacje
zastępujemy numerami zadań (trzeci wiersz). Ostatecznie, dla każdego zadania z powstałego
wektora bierzemy jego pierwszą operację która nie powoduje złamania ograniczeń (4 wiersz).

Położenie cząstki opisane jest wektorem priorytetów – wektor priorytetów dekoduje się do
harmonogramu jak pokazano powyżej. Zatem dla danego wektora priorytetów można policzyć
makespan. PSO dąży do takiej modyfikacji wektora priorytetów, aby minimalozować make-
span.

Przyjmijmy, że xi oznacza położenie cząstki i, a vi jej wektor prędkości. Zmiana położenia
odbywa się za pomocą następującego równiania:

xi � xi � vi,

natomiast wektor prędkości zmienia się następująco:

vi � ωvi � c1r1px
best
i � xiq � c2r2px

best � xiq,

gdzie xbesti to najlepsze położenie (rozwiązanie) znalezione dotychczas przez cząstkę i, a xbest

to najlepsze położenie znalezione przez cały rój. Współczynniki ω, c1, c2 są predefiniowane, a
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Rysunek 1.3: [LHK�10] (należy zamienić indeksy operacji z indeksami maszyn, bo notacja
w źródle była inna)

r1, r2 P p0, 1q są wybierane losowo w każdym kroku. Dodatkowo można ograniczyć możliwe
wartości wektora prędkości vi.

Algorytm PSO ma postać dla przeszukiwania rozwiązania wN wymiarowej przestrzeni ma
postać:

1: Inicjalizacja:
2: Wybierz pozycje i wektory prędkości N cząstek
3: Wyznacz wartości rozwiązań cząstek
4: Ustaw xbest oraz xbesti dla każdej cząstki
5: Procedura:
6: repeat
7: for i � 1, . . . , N do
8: Wyznacz położenie xi cząstki i oraz wartość jej rozwiązania
9: Zaktualizuj xbesti oraz xbest

10: end for
11: until wymagana liczba iteracji nie została osiągnięta (bądź nie nastąpił inny warunek

stopu)
12: Zwróć:
13: Harmonogram S� odpowiadający x�

1.3.4 Modyfikacje / Parametryzacja
W celu osiągnięcia lepszego rozwiązania parametry ω, c1, c2 mogą zmieniać się wraz z cza-
sem. Pokazano, że lepsze rozwiązanie można osiągnąć obniżając wartości ω liniowo [KHK�09,
XW06]:

ω � ωmax � Iter
ωmax � ωmin

MaxIter

gdzie MaxIter to maksymalna ilość iteracji, Iter to aktualna ilość, ωmax to początkowa war-
tość dla ω, a ωmin to końcowa wartość.

Kodowanie permutacji za pomocą wektora może powodować że dwa bliskie wektory dają
bardzo różne harmonogramy. Aby temu zapobiec redefiniuje się podobieństwo i wektor pręd-
kości w kontekście harmonogramów [GSLQ08].
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Uwaga 1.2. Ze względu na prostotę implementacji dla problemu harmonogramowania (po-
dobnie jak algorytmu genetyczne), PSO jest często używany. Jednak najlepsze efekty daje w
połączeniu z innymi metodami np. metodami lokalnych przeszukiwań takich jak symulowane
wyżarzanie [LHK�10].
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