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Rozdziat 1

Z.abawa modelami generatywnymi

1.1 Horse to zebra and toster to cat

Jak kto$ chce si¢ pobawic sieciami neuronowymi polecam http://playground.tensorflow.
orqg/.

Zalézmy, ze mamy zbiér danych X < R Wigkszo$é modeli generatywnych jako sktadnik
zawiera

e latent (hidden) space Z = R” [przestrzen ukryta?], uzywa sie D od 50 do 4000 (ta-
kie widziatem, najczesciej jest chyba D = 300 bo jeszcze si¢ szybko uczy, a pozwala
sensownie opisywac wigkszo$¢ obiektow)

e funkcje ® : Z — RY ktéra domysInie ma umozliwia¢ generowanie danych

e teraz nowy punkt dostajemy biorac punkt z Z wylosowany zgodnie z N (0, I), i obkta-
dajac go przez .

Z powyzszego widzimy, ze warto rozumiec¢ co to jest rozklad normalny, przy czym tez nalezy
skupi¢ uwage na sytuacji wysoko-wymiarowe;j.
Przyklady zastosowan modeli generatywnych i glgbokich sieci neuronowych:

e horsetozebrahttps://voutu.be/9reHvktowLYlandhttps://steemit.com/
machinelearning/Q@teemujvi/how—an—-ai-turns—a-horse—into—-a—-zebra-using

e Film , Twéj Vincent”: http://www.filmweb.pl/video/zwiastun/nr+l+polski-43872

e r6zne przyktady: https://www.kdnuggets.com/2017/04/unpaired-image-translat
html|Praca:https://arxiv.orqg/pdf/1703.10593.pdf

e cverythingtocathttps://affinelayer.com/pixsrv/orazhttps://affinslayer.
com/pix2pix/

Uwaga — pomimo duzego sukcesu, to co te metody umieja, to gtdwnie modyfikowac typ/rodzaj
szeroko rozumianej tekstury. Nie widza/rozumieja glebszych zaleznosci (typu malarz wydtuzat
twarze, to nasza metoda tez wydtuzy), maja problemy z zamianami typu pies -> kot (przypo-
minam, ze zebra i ko maja dokladnie ten sam szkielet).


http://playground.tensorflow.org/
http://playground.tensorflow.org/
https://youtu.be/9reHvktowLY
https://steemit.com/machinelearning/@teemujvi/how-an-ai-turns-a-horse-into-a-zebra-using-generative-adversarial-networks
https://steemit.com/machinelearning/@teemujvi/how-an-ai-turns-a-horse-into-a-zebra-using-generative-adversarial-networks
http://www.filmweb.pl/video/zwiastun/nr+1+polski-43872
https://www.kdnuggets.com/2017/04/unpaired-image-translation-cycle-gan.html
https://www.kdnuggets.com/2017/04/unpaired-image-translation-cycle-gan.html
https://arxiv.org/pdf/1703.10593.pdf
https://affinelayer.com/pixsrv/
https://affinelayer.com/pix2pix/
https://affinelayer.com/pix2pix/

Rozdzial 2

Rozklad normalny - przypomnienie
podstawowych faktow

W tym rozdziale przypominam (bez dowodéw) podstawowe fakty dotyczace rozktadu normal-
nego. Sa one zasadniczo niezbgdne do dalszej pracy.

2.1 Rozklad normalny jednowymiarowy

Zamieszczam jedynie podstawowe informacje, po wigcej informacji odsytam do https://

en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution
ROZKELAD NORMALNY JEDNOWYMIA-

ROWY o sredniej w m 1 odchyleniu standardo- 020

wym o ma gestos¢ dang wzorem:

N(m,o?) = QIM exp(— 5|z — m|?).

WEASNOSCI:

e rozktad symetryczny, Srodek w m, punkty
przegiecia w m =+ o,

e prawo 30: poza przedzialem [m — 30,m + - PR 2 4 6 8
30| znajduje si¢ < 0.27% danych

e ogony zmierzeja bardzo szybko do zera - Rysunek 2.1: Normalny o Sredniej m = 1
rzad typu e™” i odchyleniu standardowym o = 1.

Zadanie 2.1. Prosze pokazaé, ze C = {N(0,1)(z)dx =
1. Wsk.: prosze rozwazyc¢ catke

- NODENO.1)(w)drdy,

i zauwazyé, e powyzisza catka wynosi C?. Z drugiej strony prosze zmieni¢ wspoétrzedne na
biegunowe i wyliczyc te catke.

Zadanie 2.2. Mamy zmienng losowq X o standardowym rozktadzie normalny N(0, 1). Prosze
dla duzych a oszacowac wielkos¢ ogona, czyli

P(X >a) - F N(0,1)(x)dz.
4


https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution

Wsk.: aby wyliczy¢ asymptotyke SZO exp(— %xQ)dx prosze zastosowac catkowanie przez cze-
sci:

°O 1, 00 1, 1
exp(—ix Ydx = xexp(—§a¢ ) —dx =

a a r

u = zexp(—Liz? @ @
{ (27 _ J u'v = [uv]y _J uv’ = ...
v=1/z

a a
Nastepnie trzeba pokazad, Ze drugi czynnik jest maty w porownaniu do pierwszego.

2.2 Rozklad normalny wielowymiarowy

Aby podac definicj¢ rozktadu wielowymiarowego bede potrzebowal metryki Mahalanobisa.
Zat6zmy, ze mamy zbi6r danych X = (x;);—1. v < RP i chcemy do niego dopasowac odlegltosé
euklidesowa (to znaczy zadana przez iloczyn skalarny). Wtedy

N
e wyliczamy §rednia ze zbioru: myx = mean(X) = & 3, @,
i=1
e wyliczamy macierz kowariancji X:

N
Y =cov(X) = %Z(zl —mx) - (v, —mx)" e RP*P,
i=1

e definiujemy odlegtos¢ i iloczyn skalarny Mahalanobisa
Jo% = 2”87, (o, yps = 275Ny

Okazuje sig, ze tak zdefiniowana odlegto$¢ duzo lepiej oddaje wewngtrzng struktur¢ danych
niz kanoniczna odlegto$¢ euklidesowa.

Zadanie 2.3 (python). Prosze wziqc pare przyktadowych zbioréw z repozytorium UCI, zaweZié
sie do dwoch wymiarow, i narysowac na zbiorze danych kota jednostkowe o srodku w Sredniej
danych — domysine oraz Mahalanobisa.

I teraz juz jesteSmy w stanie zdefiniowac rozktad normalny wielowymiarowy N (m, ) w
RP, gdzie m bedzie $rednia, a ¥ macierza kowariancji:
1

N(m,X)(z) = exp(—1[z —m|3) dlaz e RP.

(2m)P/2 det? ¥

Rysunek 2.2: Rozktad normalny wielowymiarowy (poziomice i widok 3D)



Wazna wiasno$¢ rozktadéw gaussowskich, to ich niezmienniczo$¢ na transformacje afinicz-
ne:

Stwierdzenie 2.1. Jezeli N wymiarowy wektor losowy X pochodzi z rozktadu normalnego
N(m,X) (co zapisuje skrétowo jako X ~ N(m,¥)), i A e RE*N b e R, ]

Y = AX +b~ N(Am + b, ALAT).

2.3 Rodziny gaussowskie

Ogodlna klasa rozktadéw normalnych N (m, X) jest czasem niewygodna w uzyciu — zobaczmy,
ze jezeli wymiar danych D jest duzy (na przyktad D = 1000) to macierz kowariancji jest opisy-
wana przez okoto D?/2 = 500000 wsp6tczynnikéw. To prowadzi do probleméw — szacowanie
takiej iloSci wspdtczynnikow moze by¢ trudne, i moze mie¢ duza ztozono$¢ numeryczna.

W konsekwencji rozpatruje si¢ klasy gaussow ktére wymagaja mniejszej ilosci parametréw,
1 w zwiazku z tym sa tatwiejsze w implementacji 1 uzyciu.

GAUSSY RADIALNE / SFERYCZNE. W tym przypadku rozwazamy kowariancje ktéra
jest proporcjonalna do identycznosci:
Y=al.

Jak widzimy dostajemy wtedy jeden parametr do estymacji. Ggstos¢ jest dana wzorem

1

N(m,al)(x) = (2ra)0

exp(— s [z —m).

Poziomice to sfery.

KOWARIANCJA DIAGONALNA. Jest to uogdlnienie poprzedniego, zaktadamy, ze ma-
cierz kowariancji jest diagonalna:

Y = diag[o?,..., 03]

Wtedy mozemy pracowac jakby na kazdej wspotrzednej z osobna (wspétrzedne sa niezalezne).
Wz6ér na gestos¢ sig faktoryzuje po wspotrzednych:

N(m,diag[o?,...,op])(x) = N(my,0%)(21) - ... - N(mp,o5)(zp).

Poziomice to sfery o osiach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych. Wygodne w uzyciu,
ilos¢ parametréw do oszacowania taka sama jak wymiar danych.

2.4 Generowanie rozkladow za pomoca mieszanek gaussow-
skich

Nasze zadanie brzmi nastgpujaco — mamy zbiér X = (z;);-1., = RP wygenerowany przez
rozktad o nieznanej gestosci f, i chcemy dokonac¢ estymacji (oszacowania) gestosci f. Dodat-
kowo tutaj zawezamy si¢ do sytuacji, gdy f jest dany za pomocga kombinacji gaussow.

"Ponizsze stwierdzenie zachodzi takze w przypadku gdy A nie ma petnego rzedu, ale wtedy Y ma rozktad
normalny osobliwy — pomijam milczeniem definicj¢ rozktadéw normalnych osobliwych (singular normal density),
czyli takich dla ktérych rozklad miesci si¢ na podprzestrzeni afinicznej, co jest rOwnowazne temu, ze macierz
kowariancji jest nieodwracalna.



Sa dwa najczesciej stosowane podejscia, jedno to GMM (gaussian mixture models = mie-
szanki gaussowskie, bazuje na EM), drugie na KDE (kernel density estimation). UWAGA: opi-
sane tu metody dziataja wiarygodnie dla matych wymiaréw (D < 5), dla wigkszych wymiaréw
trzeba podchodzi¢ do wynikéw nieufnie.

GMM. W podejsciu GMM zaktadamy, ze nasza gestoS¢ f jest przyblizana przez mieszanke
niewielkiej iloSci £ dowolnych gausséw (zazwyczaj k < 20):

K
f S ZplN(ml, Zl)
=1

Podejscie to ma bardzo tatwa iteracyjna procedur¢ (EM = expectation maximization, zblizona
do k-means), ktora taka aproksymacj¢ optymalizuje. Jezeli mamy taka mieszankg, to z niej
losuje si¢ juz prosto: z prawdopodobienistwem p; wybieramy rozktad i-ty N (my,Y;), i z niego
wtedy generuje losowo punkt.

Podejscie jest ryzykowne w duzym wymiarze, bo moze by¢ zbyt duzo parametréw przy ko-
wariancjach do wiarygodnego oszacowania (w zwiazku z tym czasami si¢ uzywa modeli gaus-
sowskich opisanych w poprzedniej sekcji zamiast dowolnych gausséw aby zmniejszy¢ liczbe
parametréw). Dodatkowo metoda moze nie zadziata¢ dobrze, gdy dane maja jakas bogatsza
geometrig, i nie sktadajg si¢ z niewielkiej ilosci elipsoidalnych grup (na przyktad spirala).

KDE. UWAGA: domyslnie w tym podejsciu zaktadamy, ze zbior jest po whiteningu, czyli
kowariancja jest réwna identycznos$¢.

W podejéciu KDE zaktadamy, ze nasza szukana ggsto$¢ f powstaje przez rozmycie gaus-
sowskie zbioru danych X:

1 n
x — N i,hQI.
f nZ (2, h°1)

Inaczej méwiac, rozmywamy kazdy punkt. Powyzsze ma interpretacj¢ fizyczng: a mianowicie
mozemy to interpretowaé w ten sposob, ze w kazdym punkcie zbioru danych mamy skupiona
energi¢ cieplna, puszczamy czas, 1 patrzymy w jaki sposob si¢ ciepto rozchodzi. Losowanie
z takiego rozktadu jest tatwe, tak samo jak poprzedni po prostu z prawdopodobieristwem 1/n
losujemy punkt z rozktadu N (x;, h?1).

Zauwazmy, ze dla malych h mamy overfitting, bo nasza aproksymacja bedzie zasadniczo
skupiona w zbiorze danych, za$ dla bardzo duzych i wszystko nam si¢ rozmyje. W zwiazku z
tym powstaje bardzo wazne pytanie, jaki jest optymalny dobor h.

WZOR SILVERMANA. Istnieje wzdr Silvermana na optymalne h:

h = hop = (k). 2.1)

Prosz¢ zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem wymiaru (przy ustalonym n) powyzsza funkcja zmie-
rza do 1. Wzoér Silvermana jest wyliczony przy zatozeniu, ze dane sa gaussowskie — czyli
praktycznie rzecz biorac stanowig jedna spdjna grupe. Jezeli dane nie sa gaussowskie, to wzor
Silvermana nie dziala za dobrze, i ma tendencje do nadmiernego rozmywania.

WALIDACJA KRZYZOWA. Efekty sa zazwyczaj duzo lepsze, gdy h dobiera sie przy po-
mocy walidacji krzyzowej, tzn. dzielimy zbiér na testowy Xp 1 walidujacy Xy (zazwyczaj
jest to 5-krotna Iub 10-krotna walidacja). Dobieramy h tak by gesto$¢ wyliczona na bazie X1
dawata optymalng warto$¢ log-likelihood na Xyy:

hopt = argmax{ Z log[ -~ Z N(z, h*I)(x)]}.

xeXyw ZEXT



Potencjalnie jest oczywiScie dosy¢ wolne.

W przypadku walidacji krzyzowej mozna si¢ spytaé, czy nie nalezy szukac kernel-a (czyli
w naszym przypadku h%I) w klasie szerszej niz przeskalowanie identycznosci. Ogélnie jest
to trudny problem, ale fatwo jest w przypadku kowariancji diagonalnych, bo nam si¢ problem
rozbija na D zadan jednowymiarowych, i w kazdym z osobna robimy przeszukiwanie.

Zadanie 2.4. Zaléimy, 7e chcemy by h =~ 1/2. Prosze wyliczy¢ z 2.1) w zaleznosci od wymiaru
d, ile powinnismy mie¢ punktow ng w zbiorze danych. Ile wynosi nyg, npo?

Zadanie 2.5 (python). Prosze zaimplementowac w sytuacji jednowymiarowej szukanie h przez
Jjednokrotng walidacje krzyZowa.

Zadanie 2.6 (python). Prosze wylosowac n = 100 danych z rozktadu
IN(=2,1) + $N(2,1).

Prosze poréwnac na rysunku prawdziwq gestosé, z KDE danym przez wzor Silvermana oraz
walidacje krzyZowaq.



Rozdzial 3

Porownywanie dwoch rozkladow

Czesto spotkamy si¢ z problemem poréwnania ze soba dwdch gestosci (czasami w sytuacji gdy
nie mamy gestosci, a mamy tylko prébke). Przypominam, ze f jest gestoscia, o ile

f=o0, Jf(:z:)dx 1.

W naszym przypadku bgdziemy szczegdlnie zainteresowani sytuacja, gdy te gestosci s dane
za pomocg rozktadéw normalnych lub ich mieszanek. Zazwyczaj do poréwnywania uzywamy
pojecia odlegtosci (metryki).

3.1 Metryka Hellingera

Metryk na rozktadach jest dosy¢ duzo, jedna z czgsto spotykanych to metryka Hellingera:

H(1.9) = § [(VF@) = Voo Pdo =1~ | VF@)gla)ds.
Z powyzszych wzoréw latwo widac, ze

H(f,g)€[0,1].

Potencjalnie powyzsza metryka jest fajna, bo jest zadana przez iloczyn skalarny:

Som =4 [ VI ala)da

Ma dodatkowo bonus, ze jest dobrze zdefiniowana dla wszystkich gestosci. W praktycznych
implementacjach rzadko si¢ ja uzywa, bo nie ma jawnych wzoréw dla mieszanek gaussowskich.

Okazuje si¢, ze mozna tatwo policzy¢ odlegtos¢ Hellingera dla dwéch gausséw. Bedziemy
potrzebowac nastgpujacego wzoru:

JN(ml, $20)(@)(ma, ) (2)dz = N(my — ma, Sy + 5)(0). G.1)

3.2 Norma L2

Druga czesto spotykana metryka na rozktadach jest norma L? zadana przez iloczyn skalarny:
If = gl = [ 17(0) = gla)Pdo oraz (f. 9312 = [ f(@)g(w)ie

9



OczywiScie mamy
|f = alte = <fs oz = 2{f. 9)r2 + <9, 1o

Pozornie wydaje si¢ zblizone do metryki Hellingera, ale ma przewagcﬂ polegajaca na tym,
ze jest dana jawnym wzorem dla mieszanek gaussowskich.
OczywiScie mamy zawsze

<Z fi,Zgj> = Z<fi>gj>'
? J 2
W konsekwencji, dla f, g danych przez mieszanki gaussowskie
f=YpN(mi, %), 9 = > 5N (m;, %)
i J
dostajemy korzystajac z (3.1))

(frgyee = Y pibiN(mi — 1y, 5 + £5)(0).
i

Zadanie 3.1. Korzystajqc z (3.1), prosze wyliczy¢ jawny wzor na

H*(f,9)

dla f,g gaussowskich. Wsk: prosze pokazaé, ze /N(m,%) = Cy,xN(m,2¥%) dla pewnej
statej Cy, 5.

Zadanie 3.2 (z *). Prosze udowodnié¢ (3.1).

Zadanie 3.3. Prosze policzy¢

”f - 9HL2 dla f = N(_la 1)79 = N(lv 1)

3.3 Test normalnosci Bowmana-Fostera

'Ma tez pewne minusy, a mianowicie nie jest do korica zgodna ze strutkura gestosci — a mianowicie nie jest
zupetna.

10



Rozdzial 4

Entropia oraz dywergencja
Kullbacka-Leiblera

W ponizszym rozdziale zrobimy wprowadzenie do entropii oraz dywergencji Kullbacka-Leiblera,
najczesciej stosowanej miary porownywania rozktadéw w nauczaniu maszynowym.

4.1 Entropia: przypadek dyskretny i ciagly

Do wprowadzenia dywergencji Kullbacka-Leiblera bedziemy potrzebowali pojecia entropii.
Postaram si¢ tu pokaza¢ gtdwna ideg, natomiast nie przedstawiam wielu dowodow.

Entropia. Zaktadamy, ze mamy Zrédio S ktére wysyta nam sygnaty s; z prawdopodo-
bieistwem p;. Chcemy teraz kodowac te sygnaty za pomoca kodéw binarnych o odpowiednio
dlugos$ciach [;. Zaktadamy dodatkowo, ze kody te maja by¢ jednoznacznie dekowalne. Oka-
zuje si¢ wtedy, na podstawie nierownosci Krafta, ze warunek na istnienie kodu jednoznacznie
dekodowalnego o dtugosciach [; to

Do« (4.1)
Oczekiwana dtugos¢ kodu sygnatu z S' to oczywiscie

Zpili. (4.2)

Uzywajac wyktadnikow Lagrange’a mozna tatwo zminimalizowaé powyzsza warto$¢ przy wa-
runku (4.1)), dostajemy tatwo, ze globalne minimum jest realizowane przy [; = — log, p; (i jest
jedyne), co oznacza, ze minimalna warto$¢ oczekiwana dana jest wzorem

h(p) = ) pi - —log, p; gdzie p = (p;).

Powyzsza warto$¢ nazywamy entropiq Zrédia (dyskretnego) S.

Wprost z definicji widzimy, ze entropia (jako minimalna oczekiwana dlugos¢ kodu) jest
funkcja nieujemna.

Entropi¢ uogdlnia si¢ na przypadek ciaglty — wtedy zastepuje si¢ log, przez logarytm natu-
ralny, i méwi sie wtedy czesto o entropii rézniczkowej. Czyli dla gestosci f na RP ktadziemy

h(f) = - f(z)-—1In f(z)dx.

11



Jezeli X jest wektorem losowym o gestosci fx, to uzywam oznaczenia
hX) = h(fx)-

Pokaze¢ wzor na entropi¢ rozktadu normalnego. W tym celu przydadza si¢ nam nastgpujace
obserwacja.

Obserwacja 4.1. Mamy
D
h(N(0,1)) = Eln(27re).
Dowdd. Mamy
D
—f N0, I)(z) - [=— In(2m) + ||*/2]dz
RD 2

_ gln(%r) - % JRD N(O, 1) () |z |Pdz.

Teraz mamy, korzystajac z faktu tr(AB) = tr(BA) (tak zwany ,trace trick”) oraz tego, ze
macierz kowariancji N (m, X)) to X:

JRD N (0, I) ()| |2z = JRD N (0, ) (@)tr(zTz)dx

= N(0,I)(z)tr(zz")dz = tr( | N(0,I)(z)zz"dz) = tr(I) = D,
RD RD
co konczy dowdd. ]

Obserwacja 4.2. Niech X bedzie wektorem losowym i niech ¢ : v — Ax + b bedzie odwra-
calnym odwzorowaniem afinicznym. Wtedy

h(AX +b) =In|det A| + h(X).
Dowdd. Jak wiemy gestos¢ Y = AX + b dana jest wzorem

fy(y) = det A| ' f(o1y).

Wtedy
U = = [ 1det 4170 )l det 41 (0 )y
= | 1det Al )l et Al o)y
~tnfdet 4] = | [det A (o7 n S (6 )y
RD
OczywiScie

| 1detar o oty = [ 4750 0 1= 10,

Teraz jesteSmy juz gotowi do wyliczenia entropii rozktadu normalnego.
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Twierdzenie 4.1. Mamy
h(N(m,%)) = 2 In(2me) + 5 det 3.

Dowdd. Niech X zmienna losowa o rozktadzie N (0, I). Wyliczymy najpierw takie A i b by
AX + b~ N(m,X). Poniewaz

AX +b~ N(AO0 + b, AIAT)

wystarczy potozy¢
A =YY% orazb=m.

Korzystajac z poprzedniej obserwacji dostajemy
1
h(N(m, %)) = h(AX 4+ b) = In|ZY2| + K(N(0,1)) = 5 log || + h(N(0, 1)).

Obserwacja {. T| koriczy dowdd. O

Zadanie 4.1. Korzystajqc z mnoznikéw Lagrange’a prosze zminimalizowaé (@.2)) przy warunku

@-1).

4.2 Dywergencja Kullbacka-Leiblera: przypadek dyskretny

Dywergencja Kullbacka-Leiblera Dy (f, g) jest takze miarg podobieristwa dwéch rozktadéw
f1g,ztym, ze w przeciwienistwie do miar opisanych w poprzedniej sekcji nie jest symetryczna,
co skutkuje tym, ze nie jest metryka.

Dywergencja Kullbacka-Leiblera. Zat6zmy teraz, ze dostaliSmy od kogo$ kod zoptyma-
lizowany dla czestosci g; (czyli o dlugosciach — log, ¢;), 1 chcemy si¢ zorientowa¢ ile Srednio
stracimy bitéw informacji kodujac za pomoca kodéw zoptymalizowanych do ¢; zamiast do p;.
Wtedy interesuje nas

Dgr(p.q) = Zpi - (—logy q;) — Zpi - (—logypi) = Zpi log, (pi/ ).

Powyzsza warto$¢ nazywamy dywergencjq Kullbacka-Leiblera. Oczywiscie, z faktu, ze glo-
balne minimum entropii jest jednoznacznie wyznaczone przez dlugosci — log, p;, dostajemy,
ze

Dkr(p,q) = 0oraz Dk (p,q) = 0 wtw. gdy p = ¢.

Aby pokazac interpretacje przez log-likelihood (likelihood=wiarygodno$¢), przypomng naj-
pierw t¢ metodg.

Zal6zmy, ze mamy rozktad dyskretny w ktérym mozemy wylosowaé punkty z X = {x1,..., x}.
Zaktadamy, ze mamy probke n-elementowa wylosowang z naszego rozkladu i1 punkt x; wylo-
sowaliSmy n; razy — czyli mozemy oszacowaé prawdopodobienistwo p; wylosowania z; jako

bi = nz/n

Zaktadamy teraz, ze mamy sparametryzowang rodzing (pe)geg rozktadéw prawdopodo-
biefistwa na X . Wtedy przez p? oznaczamy prawdopodobiefistwo wylosowania punktu ;.

Problem na jaki stara si¢ odpowiedzie¢ metoda najwigkszej wiarygodnos$ci (MLE=maximium
likelihood estimation) jest nastgpujacy:
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Problem 4.1. Jak dobrac 6 € © by rozktad p° najbardziej ,,przypominat” nasze dane?

Odpowied? jest nastgpujaca: wybieramy ten parametr ¢ dla ktérego prawdopodobieistwo
wylosowania prébki {(z;,n;);} jest maksymalne:

po((wi, ki) = | [())r-

7

Poniewaz zamiast mnozy¢ tatwiej dodawa¢, w MLE maksymalizujemy zazwyczaj log-likelihood
naszej probki:

argmax Z n; In pf.
0 -
(2

Dzielac przez n widzimy, ze mozemy réwnowaznie maksymalizowaé
0
argmax Z pilnp;.
0 -
(2

Teraz rozpatrzymy odpowiedZ teorio-informatyczna na Problem [.1] Otéz wybierzmy ten
parametr 6, dla ktérego najmniej tracimy na kodowaniu naszej probki za pomoca kodu dosto-
wanego przez p’:

argmin Dy (pl|pe)-

Rozpisujac powyzsze, widzimy, ze dostajemy

argmin D (pllpe) = argmin > pilogy(pi/pf)

= arggnin[h(p) — Zpi log pf] = argrenaXZpi log, p!.

Widzimy wigc, ze dostajemy doktadnie ten sam wzor co dla MLE!

4.3 Wzér dla rozkladéw normalnych

Dywerencja Kullbacka-Leiblera uogélnia sig takze na przypadek ciagtych rozktadéw p(z), q(z),
z tym, ze wtedy dla wygody rachunkowej zastgpuje si¢ zwykle log, przez In:

Dic(p.q) = f p(2) In(p(z) /q(x))da

Wyliczymy jawny wzoér na warto$¢ dywergencji pomigdzy dwoma rozkladami normalnymi.
Pokazemy najpierw wazna wtasnoS¢ dywergencji KL, a mianowicie niezalezno$¢ na transfor-
macje afiniczne. Wprowadzam jeszcze oznaczenie — dla wektoréw losowych X, Y o gesto-
Sciach odpowiednio p, g klade

D (X|Y) = Dkr(p|q).

Przypominam wzor: jesli wektor losowy X ma gestosé f, a ® jest odwracalng funkcja
rézniczkowalng (formalnie dyffeomorfizm), to ®(X') ma gestos¢

1
fo(z) = mf@*l(z)% 4.3)

gdzie | A| oznacza wyznacznik macierzy A.
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Stwierdzenie 4.1. Niech X,Y bedq zmiennymi losowymi o gestosciach f, g i niechx — Ax+0b
bedzie odwracalnym odwzorowaniem afinicznym. Wtedy

D (X|Y) = Dgr(AX + b||AY + b).

Dowdd. Kluczowe jest podanie wzoru na ggstosci fiyy, gz zmiennych W = AX+biZ = AY +
b (nastgpnie wystarczy tylko zmieni¢ zmienne w catkowaniu) — wprost z (4.3)) zastosowanego
dla funkcji ®(x) = Az + b, mamy

1
|A]

1

Wg(@_lz).

(®~'2) oraz g, =

fw(z)

I teraz stosujac odpowiednia zmiang zmiennych dostajemy

Dicp(AX +bJAY +b) = Dy (fwlgz) = j Fur () (v (2) e (=) d=

_ f |17|f(<1>12) In(f(@12)/g(®'2))dz =

[0 ) = | Fm @) s@)ds = Dea(XY).
[

Na podstawie powyzszego wzoru postaram si¢ pokaza¢ w punktach jak mozna wyliczy¢
wzOr na D, pomigdzy rozktadami normalnymi.

Twierdzenie 4.2. Dla rozktadéw normalnych w RP mamy
DKL(N(ml, El)HN(mg, 22)) = % (tI’(Ez_lZl) —D+ ||m2 - m1||222 —1In det(E;lZl)) .

Dowdd. Pokaze dwa gtéwne kroki w rozumowaniu.
ETAP 1. Pokazg, ze mozemy si¢ zredukowaé do rozwazenia przypadku

D (N(m, E)[N(0, 1)).

Niech X; oznacza rozktad normalny o gestosci N (m;, 3;). Korzystajac z wezesniejszych
wzoréw na rozktad normalny po transformacji © — Az + b mamy

AX; +b~ N(Am; + b, AX;AT).
Teraz wystarczy tak dobra¢ A i b, aby AXs + b ~ N(0, 1), czyli by
Amy +b =0, AL, AT = 1.
Podobnie jak wczesniej rozwiazaniem (jedynym w klasie macierzy symetrycznych) jest
A= 2;1/2 i w konsekwencji b = —A 'my = —Z;l/2m2.
Konkludujac dostajemy

D (N (my, X1) [N (g, 32)) = Dicr(N(m, E)[N(0, 1))
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dla
m=Am; +b= Z;l/le — 22_1/27’712,

IS e 3 S

ETAP 2. Uzywajac ,.trace trick” wyliczymy Dg (N (m, X)|N (0, I)).
Mamy

Dics(N(m, )IN(0,1) = (N (n, ) = | N(m, 2)(z) - In N0, D)(w)ds

OczywiScie wzor na entropi¢ rozktadu normalnego znamy. Pozostaje nam zatem wyliczenie
drugiej czgSci powyzszego wzoru:

. N(m,X)(x) - In N(0,I)(x)dx = - N(m,¥)(x) - [—% In(27) — %Hx\ﬂdw
OczywiScie

. N(m,%)(z) - £1n(27)dz = £ In(2n).

Korzystajac podobnie jak w przypadku wyliczenia entropii, z ,trace trick”, dostajemy

N(m,3)(x) - |z|*dx = N(m,)(z) - tr(z" 2)dz

RD RD

= N(m,%)(z) - tr(za")de = tr( | N(m,Z)(z) - 22’ dz) = tr(3).
RD RD
Laczac wszystkie powyzsze fakty dostajemy teze twierdzenia. ]

Korzystajac z powyzszych etapéw, mozna tatwo pokazac, ze koficowy wzor przyjmuje po-
stal

Zadanie 4.2. Czy teza Stwierdzenia zachodzi dla dowolnych odwracalnych rézniczkowal-
nych ® (niekoniecznie afinincznych)? Prosze udowodnié, albo podac kontrprzyktad.

Zadanie 4.3. Prosze uzupetni¢ dowdd Twierdzenia
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Rozdzial 5

Obiekty wysokowymiarowe

5.1 Objetosé¢ figur D-wymiarowych
Przez kostke D-wymiarowa P w R” rozumiem dowolny zbi6r postaci

P={x=(x1,...,2p) : x; € pi, ai] }-

Powyzsze zapisujemy tez jako

P=X [pqu‘]-

1

Teraz brzeg kostki definiuje si¢ jako
0P ={x e P|3i:x; € {p;q}}
Przypominam definicj¢ objetosci dla kostki wielowymiarowe;j:

AP) = [ [lai = pi

Jezeli teraz dana figura W sklada si¢ sumy parami roztacznych kostek F; (gdzie dopuszczam
przecigcie brzegdéw), czyli
w=Jr
1

to ktadziemy
Ap(W) = Z Ap(F).
!

Jezeli mamy dowolny ,,porzadny” zbiér W < R”, to mozemy go dowolnie doktadnie przy-
blizy¢ od gory przez zbiér bedacy sumg malutkich kostek (analogicznie z dotu). Wtedy, jezeli
réznica mig¢dzy objgtoscia z géry i z dotu jest asymptotycznie zero, to definiujemy objgtoS¢
jako granicg¢ dowolnej z tych wartosci.

Mozna pokazaé, ze og6lnie dla zbioru W < R D-wymiarowa objetosé W jest dana przez

Ap (W) = JW ldz.

Korzystajac z powyzszego dostajemy stosujac zmiang zmiennych:
Whiosek 5.1. Dla odwracalnego odzworowania liniowego ¢ : x — Ax + b mamy

Ap(@(W)) = | det A| - Ap(W).
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Witasnos¢ zbioréw wysokowymiarowych - wszyst-
ko przy brzegu:

M(1—e)A) = (1 —e)PA(A).
Czyli

A =2)4)

A =(1—-¢)” <e™*P.

Rysunek 5.1: Kula.
Zatézmy wigc, ze dajemy ¢ male, ale wymiar duzy.

Wtedy z powyzszego wzoru widzimy, ze dla odpowiedniego wymiaru i tak wszystko jest przy
brzegu.

Prosz¢ zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie jest prawdziwe dla zbioréw wypuktych, w
szczegblnosci takze dla kostki wielowymiarowe;.

Zadanie 5.1 (z *). Prosze pokazad, Ze pole prostokqta nie zaleZy od tego w jaki sposob podzie-
limy go na parami rozlqczne prostokaty.

5.2 Obiekty nizejwymiarowe

Bardzo waznym pojeciem sa obiekty nizej wymiarowe — najwazniejsza klase takich obiektow
tworza rozmaitoSci. Jest to uogdlnienie krzywych i powierzchni (sfery, ptaszczyzny) na przy-
padek wysokowymiarowy.

Ogodlnie beda nas interesowaty nas powierzchnie i rozmaitosci, czyli funkcje dane (przy-
najmniej) lokalnie przez obrazy funkcji rézniczkowalnych w sposéb ciagly (i o rzgdzie maksy-
malnym) ¢ : R? — R¥.

Niech M bedzie zbiorem. Méwimy, ze rozniczkowalna funkcja

¢o:U—->V

jest D-wymiarowa mapa w otoczeniu punktu m € M, jezeli U jest otwartym otoczeniem m, a
Definicja 5.1. Méwimy, ze M < R jest rozmaitoscia (ré6zniczkowa) D-wymiarowa, jezeli
jest lokalnie dana jako obraz

o(U).
[doprecyzowac ? atlas]

jest globalnie dany jako obraz funkcji ¢

5.3 Objetosé kuli i sfery

Przyda si¢ nam nam informacja jak mozna catkowac funkcje radialne [informacyjnie].
Ot6z jak mamy funkcje f : RP — R to mozemy jej calke policzy¢ catkujac po promieniach

1 sferach: w
z)dx = z)dr.
J@dz= || s

Teraz stosujac zmiang zmiennych tatwo dostajemy
f(x)de =P~ | flra)da,
S S1
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gdyz sfera S jest obiektem D — 1 wymiarowym. Czyli

f(z)dx = foo rP7V | f(ra)dxdr (5.1
RD 0 S1

Przyktad 5.1. Policzmy najpierw (znamy) warto$¢ [ = Se*ﬁdx. Mamy oczywiScie

I[-1= Jexgda: . Jelﬁd?/ = Jerdeiﬁdy'

Skoro jest to funkcja radialna (zalezy tylko od odlegtosci od zera), zmienia si¢ tatwo na wspot-
rzgdne biegunowe, i tu korzystamy z poprzedniego wzoru

(e8] (e8] (e8]
I? = J J e " dwdr = J orre T dr = WJ e “du = .
0o Js, 0 0

Czyli I = /7.
Korzystajac z tego policzymy tatwo objetoS¢ kuli 1 sfery. Zaczniemy najpierw od sfery
jednostkowej. Wprowadzam oznaczenie

A(d) = Ap_1(S1).

Oczywiscie wtedy mamy
Ap_1(S,) = A(d)rP.

Aby to wyliczy¢, zrobimy catke
I(d) = fe‘”ﬁ%'“”zdx = [Je‘x2dx]d = 192,
Ale z drugiej strony na podstawie (5.1)

I(d) = J rd_lf e dadr = A(d)f e rt
0 S1 0

JOO e dr = [2 =t] = ljw e lte1qt = 1F(C—Z)
0 2 0 ’ X |

gdzie I' oznacza funkcje Gamma Eulera (patrz Zadanie [5.2)). Czyli dostajemy

/2

AD = 100y

Teraz juz tatwo policzymy objetosc kuli D-wymiarowej, oznaczenie B, = B(0,r). Jak
poprzednio przechodzimy na wspoétrzedne sferyczne:

Ap(B,) = j ldx = J j ldzdr = f A(d)TD_ldr _ ASD)TD.
By 0 JS, 0

Powyzsze wzory maja istotne konsekwencje jezeli chodzi o losowanie punkty z kuli D-
wymiarowych. Ot6z dla matego D, mozemy losowac punkt z kostki [—1, 1]” i odrzucaé, jezeli
wypadt poza kula. W przypadku wysokich wymiar6w nie ma to sensu, bo w zasadzie nie da
sie trafi¢!
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W zwiazku z tym, przechodzi si¢ na wspoirzedne sferyczne

X
By sz — |z, m] € [0,1] x 5y

i losuje sig niezaleznie promieri r € [0, 1] (odlegto$¢ od zera) oraz punkt v na sferze S;. Majac
je juz wylosowane ktadziemy
T =T.
OczywiScie, powstaje pytanie jak wylosowac promien i punkt na sferze. Wbrew pozorom punkt
v na sferze losujemy prosto:
v = gdzie = wylosowany z rozktadu N (0, Ip).

x
Pozostaje jedynie pytanie w jaki sposéb wylosowaé promien.
Stwierdzenie 5.1. Promieri (odlegtos¢ od zera) R = | X| losowo wybranego punktu X z roz-
ktadu jednostajnego na B, ma rozktadu potegowy o dystrybuancie

Odlar <0,
P(R<r)=<3rPdlare]0,1],
ldlar > 1,

i gestosci
f(T') = %T‘D]l[oﬁl].
Dowod. Niech X bgdzie wektorem losowym majacym rozktad jednostajny na kuli jednostko-
wej. Aby wyznaczy¢ rozktad R odlegtosci X od zera, wystarczy policzy¢ dystrybuante (dla
re[0,1]):
P(R<7) = Ap(B,)/Ap(B;) =r".
O]

W przypadku gdy mamy ciaglta dystrybuante & danego rozkladu R, to losuje si¢ bardzo pro-
sto (tak zwana metoda odwracania dystrybuanty): losujemy punkt U z rozktadu jednostajnego
na [0, 1], i R uzyskujemy biorac

o 1(U).
Waracajac do naszego przyktadu, aby wylosowaé promien R losujemy punkt U z rozktadu
jednostajnego na [0, 1] i bierzemy

R=VU.

Zadanie 5.2. Funkcja I" Eulera (uogdlnienie silni) dana jest wzorem

eo)
['(z) = J e 't*tdt.
0
Prosze sprawdzi¢ indukcyjnie, Ze dla x naturalnych I'(x) = (z — 1)!. Wsk.: catkowanie przez
czesci.

Zadanie 5.3. Prosze sprawdzi¢ w zaleznosci od wymiaru jaki procent kostki [—1, 1|7 stanowi
kula By w niego wpisana.

Zadanie 5.4. Ile naleiy wylosowac punktéw z kostki [—1,1]7, dla D = 100, by mie¢ szanse
90 procent na trafienie do kuli B.

Zadanie 5.5 (python). Prosze zaimplementowac losowanie punktu 7 rozktadu jednostajnego na
kuli jednostkowej.
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5.4 Rozklad y7,

Przyda si¢ nam rozklad y?, czyli rozklad kwadratu odlegtoéci od zera w wielowymiarowym
rozkladzie normalnym. Jest to rozktad zmiennej losowej

|X|]* gdzie X ~ N(0,Ip).
Whprost z definicji widzimy, ze
X2+ ... 4+ X3} ~ x3 dlaniezaleznych zmiennychX; € N (0, 1).
Ale powyzsze oznacza, ze dla Z ~ x2, mamy
E(Z)=DorazV(Z) = D,

gdyz wartoS¢ oczekiwana sumy to suma wartosSci oczekiwanych, a wariancja sumy niezalez-
nych zmiennych losowych to suma wariancji. Korzystajac teraz z centralnego tw. granicznego
dostajemy, ze .
\/E(Z D)"“N(Oal):
czyli
Z ~ N(D, D).

W praktyce mozna pokazac, ze powyzsze przyblizenie jest bardzo doktadne dla D > 30.
Zobaczmy jakie powyzsze ma konsekwencje. Pokazemy, ze w duzym wymiarze w zasadzie
cata masa rozkladu normalnego koncentruje si¢ w pasie o ustalonej szerokosci wokoét sfery o
promieniu v/D.
Niech [[przeliczyc rachunki bo cos nie tak]

2
C=vD—a?~VD—-—"_.
¢ 2/D

Policzmy wigc (zaktadamy, ze a jest ustalong stata rzedu O(1)):
P(X :|X]|€[C—a,C+a]) = P(X :||X|*€ D —2aVD, D + 2av/D))
— P(W e [D—2aVD,D +2aVD]) dla W ~ \2.
Korzystajac z przyblizenia rozktadem normlanym dostajemy
~ P(Ze|D —2aVD,D +2avD])dla Z ~ N(D, D),

czyli
= P(Z € [-2a,2a])dla Z ~ N(0,1).

Korzystajac z wczesniej wyliczonego faktu, ze dla » > 2 mamy bardzo doktadne przyblizenie

o0
1
P(Z=r)= J e Pdr ~ exp(—12/2),

1
r 2T \2Tr
dostajemy dla Z ~ N(0,1)

1

P(Z € [-2a,2a]) =1—2P(Z >2a) ~ 1 —
(2 € [~20,2a]) (2> 2) N

exp(—(2a)?/2) =1 — exp(—2a?).

2
vV 2m2a
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Konkludujac dostajemy, ze poza zbiorem (otoczenie sfery )

2 2

a a
{z:|z| € [D—E—a,Dﬁ-ﬁ—i—a]}
znajduje si¢ okoto
1
or exp(—2a?)

danych.
A teraz pokazemy, ze losowo wybrane punkty sa do siebie prostopadte.

5.5 Twierdzenie Cramera-Wolda
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Rozdzial 6

Rzutowania ortogonalne i PCA

6.1 Bazy i bazy ortonormalne

Przypominam, ze ciag wektoréw v = [vy, ..., vy]| nazywamy baza przestrzeni RY jezeli kazdy
punkt 2 € RY ma jednoznacznie wyznaczone wspétrzedne «; w bazie v, czyli

r =001V + ...+ aNUN.

Mozna pokazacé, ze v; jest baza, wtedy i tylko wtedy gdy v jest macierza odwracalng. Stosujac
zapis macierzowy

&3]
o=
an
dostajemy rownanie
T =va,
czyli wspotrzedne x w bazie v sa dane przez
a=vlx.

Mowimy, ze ciag wektoréw v; jest ortogonalny, jezeli kazde dwa rézne elementy sa prosto-
padte, czyli gdy
(vi,vjy = vlv; = 0dlai # j.

Ciag jest ortonormalny, jezeli dodatkowo jej wektory sa normalne, czyli maja dtugos¢ 1. Baza
ortogonalna, to baza ktdra jest ortogonalna.

Stwierdzenie 6.1. Ciqgg v = [v1, ..., vp] jest ortogonalny wtw. gdy

vl = Ip.

Ogodlnie kazda baze mozemy zortogonalizowac (ortogonalizacja Grama-Schmidta), 1 kazdy
ciag ortonormalny mozemy rozszerzy¢ do bazy ortonormalne;.

Stwierdzenie 6.2. Dfugosc¢ wektora wyraza sig standardowym wzorem na wspotrzednych w
dowolnej bazie ortonormalnej (w konsekwencji tez odlegtos¢ miedzy dwoma punktami mozna
tak liczyc).

23



6.2 Rzutowania ortogonalne

Do dalszych rozwazan, przypomng podstawowe informacje o rzutowaniach ortogonalnych. Je-
zeli mamy podprzestrzen V < RP, to dla kazdego = € RP istnieje doktadnie jeden najblizszy
zy € V dox:
xy = argmin |x — v).
veV

Odwzorowanie x — xy oznaczam przez py . Okazuje sig, ze py jest odwzorowaniem liniowym.
Jezeli vy, ..., vy jest baza ortonormalng V', to rzutowanie jest dane wzorem

pv(z) = (x,vHv + ..+ (o, vp)v. (6.1)
Latwo zauwazy¢ (¢w), ze wzor na projekcje macierzowo dany jest wzorem
Pv = VVT

Jezeli do kompresji uzywamy podprzestrzeni afinicznej W = v + V, to wtedy oczywiscie
rzut jest dany wzorem

pw(z) =v+{(z—v),v )01 + ...+ {(x —v), v vy,

co oznacza, ze jezeli chcemy to przedstawié¢ w uktadzie wspétrzednych o Srodku w v 1 bazie v;
to dostajemy wspétrzedne

r— (. —v),0),...,{(x —v),n)) e RF

Przypominam, ze z L y oile (x,y) = 0. Méwimy, Ze x jest prostopadte do V', co zapisuje-
myx L V,oile
x 1 vdlakazdegov e V.

Wtedy py () to jedyny punkt taki, ze © — py(z) L V.
Dla kazdej przestrzeni V < RP mozemy rozwazac przestrzefi ortogonalna

Vi={reX:x LV}

Mamy
z = py(z) + pyo(z) dla z € RP. 6.2)

W konsekwencji
d(z,V) = |z — pv(z)] = |p(@)].

Zadanie 6.1. Korzystajqc z (6.1) prosze wyliczy¢ wzdr na rzutowanie ortogonalne na
V={(z,y,2) :x+y+z=0}
Prosze podac macierz tego rzutowania.

Zadanie 6.2. Korzystajqc z (0.2)) prosze wyliczy¢ wzor na rzutowanie ortogonalne na

V={z= (:vl,...,xD)eRD:in =0}
Wsk.: prosze zauwazyé, ze w = (1, ..., 1) jest prostopadty do V.
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6.3 Optymalne polozenie Srodka

Zal6zmy, ze podprzestrzen liniowa V' mamy zafiskowana, 1 modyfikujemy tylko przesunigcie
v. Zaczniemy od pokazania, ze co nie zaskakujace, optymalnie v to Srodek X:

meanX = argmind*(X,v + V).

v

Obserwacja 6.1. Niech bedzie dana podprzestrzeri wektorowa V' przestrzeni RP. Wtedy
d*(X,v+V) = SE(py. (X)) + | X| - [|py+ (meanX — v)|? (6.3)
i w konsekwencji wartoS¢ ta jest minimalizowana gdy v = meanX (srodek cigzkosci x).
Dowdéd. Oczywiscie
E(z;0+ V) = d(z —v;V) = [pya(e — )],
Czyli na podstawie Obserwacji ??

P (X, v+ V)= ZdQ(:):,-,v +V) = Z IpvL (i) — pye (0|

a 2 d*(py(x:), pye(v)) = SE(py+(X), pyr (v))

= SE(py+(X)) + [X] - [mean(py (X)) — py+ (v) .
Poniewaz z liniowosci rzutowan, mamy mean (py+ (X)) = py+ (meanX), dostajemy teze. [

W konsekwencji oznacza to, ze jezeli mamy mozliwo$¢ wyboru translacji przestrzeni, za-
wsze wybieramy Srodek.

6.4 Sytuacja jednowymiarowa

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem jednowymiarowym. Rozpatrzmy X, i zajmiemy si¢ szuka-
niem takiego v, ze X jest optymalnie kompresowany przez przestrzen afiniczng zaczepiong w
Sredniej X i rozpigtej na v, czyli mean X + Rv. Czyli szukamy minimalizacji

argmin SE(X — meanX, Rv).

Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze v ma normg jeden, wtedy

SE(X —meanX, Rv) = Z d*(z; —meanX, Rv) = Z |(z; — meanX) — pg, (z; — meanX)|%.

Niech z; = z; — meanX. Mamy oczywiscie pg,z; = {z;, v)v oraz
l2i = prozil® = 20 = Czi, 000 = ||z]® = 2z, vz, 0) + [z, 00

= |aill* — 2Czi, v)* + {21, v)" = al* — (i, )™

Teraz minimalizacja

7

2zl = (i w)®) = Z Jl* — Z<Z v)*
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jest oczywiScie rOwnowazna maksymalizacji
Z<Zi’ v)?.
i
Konkludujac mamy problem znalezienia

argmin{ > (z;,v)* v : Jv]| = 1}.

Poniewaz
v, wy = vTw = w,

Z<Z“U>2 ZU 22V = (Zzzle)v

%

= 0" () (z; — meanX)(z; — meanX)")v = v” | X|covXv.

i

to

W konsekwencji sprowadziliSmy do problemu
argmax{v’ covXv|v: |v| = 1}.
Problem 6.1. Mamy danq macierz symetrycznq nieujemnie okreslonq ¥.. Nalezy znaleZ¢
argmax{v’ v |v : [lv]| = 1}.

Stwierdzenie 6.3. Maksimum jest realizowane przez wektor witasny odpowiadajqcy najwigk-
szej wartosci wtasnej ..

Dowdd. Zmieniamy baze na taka ortonormalng ktora diagonalizuje X2, czyli mamy taka baze
ortonormalng F' = [fi, ..., fp)] (patrz Twierdzenie ??), ze ¥ si¢ diagonalizuje, czyli

Y = FAF ! = FAFT,

gdzie A to macierz diagonalna majaca na diagonali uporzadkowane malejaco wartosci wtasne.
Wtedy dla

v=a1fi+...+apfp =Fadla [041 : CYD]

mamy
vIYv = ol Aa = \al +...+ Apah.

Interesuje nas w takim razie szukanie maksimum
Aad 4 ..+ Apad,
przy warunku ||[v|? = o2 + ... + o3, = 1. Poniewaz \; jest najwigksze, mamy
M2+ .+ Apad < A(af + .+ adh) = AL
Czyli w konsekwencji maksimum jest osiagane dla
M=1LX=...=Ap=0,

co oznacza, ze jako v bierzemy wektor wlasny odpowiadajacy najwigkszej wartoSci wlasnej
2. O
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Uwaga 6.1 (interpretacja geometryczna). Zat6zmy, ze chcemy wyznaczy¢ kierunek najbardziej
reprezentatywny dla zestawu danych X (zakladamy, ze Srednia jest zero).

WeZzmy jeden punkt z € RY i rozpatrzmy (y, z) (prosz¢ narysowaé poziomice). Oczywi-
Scie, najwigksze (przy danej normie) jest w x, ale najmniejsze w —x. Poniewaz interesuje nas
prosta przechodzaca przez zaréwno x jak i —x, jezeli weZmiemy (y, x)* dostaniemy forme
kwadratowa, dla ktérej kierunek najwigkszego wzrostu bedzie doktadnie wyznaczat zaréwno
xjak 1 —z.

Dla danych x po prostu sumujemy te funkcje kwadratowe, dostajac:

N N2
5y - Y y,x),
i
1 po przeliczeniu dostajemy, ze powyzsze odwzorowanie dane jest wzorem

y— y'Ey.

W konsekwencji nasza intuicja jest taka, by wybra¢ w formie kwadratowej zdefiniowanej przez
. kierunek najwigkszego wzrostu, i to bedzie najlepsze przyblizenie. Pokazemy, ze tak jest.

6.5 Sytuacja wyzej-wymiarowa
Zaczniemy od pokazania wzoru ktéry pozwala wyliczy¢ sume¢ kwadratow tylko przy pomocy
kowariancji.

Stwierdzenie 6.4. Niech X = (x;)i=1., zbidr danych, v = [vq,...,vx| baza ortonormalna
pewnej podprzestrzeni V < RP. Wtedy

SE(X — meanX, V) = SE(X) — | X |tr(v! covX).

Dowdd. Niech z; = x; — meanX, Z = (z;).
Interesuje nas warto$¢

n

n
=D Nz —pval® = 3 (14l — lpval®)
1=1 i=1

n n
=Mzl = D vzl
i=1 i=1
OczywiScie

2 llzl? = SE(X).
i=1

Z drugiej strony, mamy

k

k k
lpv z|)* = Z<z, v = Z(Uj (zTvy) Z v; = tr(VT227V),

j=1 j=1 i1
czyli
n
Z Ipy 22 Ztr v z2]v) = tr(v Z’Zl
i=1
Poniewaz | X|covX = Y, z;z] dostajemy teze. O
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Prosz¢ zauwazy¢, ze
SE(X —meanX, V) = SE(X) — | X |tr(v' covXv) = | X] - (tr(covX) — tr(vv’ covX))

= |X|-tr((I —vvT)covX)) = | X]| - tr(pyrcovX),

gdzie jak przypominam py . to rzutowanie ortogonalne na przestrzen prostopadia do V.
Teraz jesteSmy juz w stanie sformutowac gtéwne twierdzenie obecnej sekcji, ktére pozwala
nam zminimalizowa¢ btad. Dowdd jest podobny do przypadku jednowymiarowego.

Twierdzenie 6.1. Rozpatrzmy wszystkie q-wymiarowe podprzestrzenie V' o bazie ortonormal-
nej v w przestrzeni p-wymiarowej. Wtedy wartosé

tr(v? Yv)

Jjest maksymalna, gdy v to pierwsze q-elementow bazy ortonormalnej sktadajqcej sie z wekto-
row wtasnych macierzy Y ustawionych malejqco po wartosciach wtasnych.

Dowdd. Bierzemy bazg¢ F' = [fi, ..., f,] zbudowana z ortonormalnych wektor6w wiasnych X
ktéra diagonalizuje 3 (A po diagonalizacji, zaktadamy jak zwykle, ze wartosci wtasne w A sg
ustawione malejaco), tzn.:

FAFT = XY lub réwnowaznie A = FTXF.

Niech ¢ = [¢4, .. ., ¢,] 0znaczaja wspotrzedne v = [vy, ..., v,] W tej nowej bazie F', to jest
¢; = F~lu, czyli ¢ = F~'v. Mozna tatwo sprawdzié, ze ¢; tez jest ortonormalny, co wigcej
maksymalizacja v — tr(v?Yv) sprowadza si¢ do maksymalizacji

c — tr((Fe)"S(Fe)) = tr(cF Ac).

Fatwo mozna sprawdzic, ze

gdzie

q
a; = Z c?k(kwadrat normy j-tego wiersza c).
k=1

Poniewaz c to baza ortonormalna, ¢’c = I czyli

czyli

Teraz mozemy rozszerzy¢ ¢ do macierzy c ortogonalnej o wymiarach p x p. Ale teraz
wiersze D tez sa ortogonalne, wiersze maja norm¢ jeden, czyli wiersze ¢ sa ograniczone od
gory przez jeden, czyli



W konsekwencji wyladowaliSmy na problemie maksymalizacji

» p
Z A;a; przy warunkach a; € [0, 1], 2 a; =9

j=1 J=1
Widac, ze rozwiazanie jest maksymalne gdy
ap=...=a,=1,0razaz41 =...=a, =0.

Ale to jest realizowane dla c¢; bedacych kolejnymi elementami bazy kanonicznej, czyli wtedy
oczywiscie w konsekwencji v; = f;. ]

Ile wymiaréw wybrac?
Zatézmy, ze juz znalezliSmy optymalng baz¢. Wtedy mamy

Stwierdzenie 6.5. Mamy

Z d*(x;, Vi) = SE(X) — | X| Z Ai-

I wtedy ustalamy jaki procent wariancji chcemy mie¢ wyjasniony.

Zadanie 6.3. Mamy przestrzeri w R* zadang przez (1,1,0,0), (0,0, 1, 1) i zbidr o kowariancji
1 ilicznosci 100. Prosze policzyé¢ btad popetniony przy rzutowaniu.
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Rozdzial 7

Autoenkodery

7.1 Hipoteza rozmaitoSci

7.2 Sytuacja liniowa: autoenkodery=PCA
7.3 Sieci neuronowe

7.4 Metody gradientowe

7.5 Autoenkodery

7.6 Generatywne autoenkodery
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Rozdzial 8

Modele wariacyjne
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